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Ïðåäèñëîâèå
Íàñòîÿùèå ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïðåäíàçíà÷àþòñÿ äëÿ ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàíÿòèé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî êóðñó �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà�
äëÿ ñòóäåíòîâ âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Óêàçàíèÿ
ñîäåðæàò 3 ãëàâû, îõâàòûâàþùèå ñëåäóþùèå âîïðîñû êóðñà: äâèæåíèå â
öåíòðàëüíîì ïîëå (ãë. 1), îñíîâû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé (ãë. 2) è êâàçè-
êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ãë. 3).

Êàæäûé ðàçäåë íà÷èíàåòñÿ ñ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé è
ôîðìóë, çíàíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïðè ðåøåíèè çàäà÷, è ñîäåðæèò
óêàçàíèÿ ïî èõ ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïîäðîáíîå ðåøåíèå íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ çàäà÷ è ïðèâîäèòñÿ ðÿä çàäà÷
(áåç ðåøåíèÿ) äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò (â ñèñòåìå ÑÃÑÝ), óïîìÿíóòûõ â íàñòîÿùåì ïîñîáèè:

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà } = 1.055 · 10−27 ýðã·c;
ìàññà ýëåêòðîíà m = 9.11 · 10−28 ã;
ýëåìåíòàðíûé çàðÿä |e| = 4.803 · 10−10 åä. ÑÃÑÝ.
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Ãëàâà 1

Òðåõìåðíûå çàäà÷è. Äâèæåíèå â
öåíòðàëüíîì ïîëå

1.1 Îáùèå ïîëîæåíèÿ
Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ. Åñëè ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî áîëåå òðóäîåìêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì
ñëó÷àåì. Îäíàêî íàëè÷èå ó ãàìèëüòîíèàíà îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ ñèììåò-
ðèè ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî óäà÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïðèâåäåò ê óðàâíå-
íèþ â ÷àñòûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè; çàäà÷à íà
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàñïàäàåòñÿ ïðè ýòîì íà
íåñêîëüêî çàäà÷ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ò.å. áîëåå ïðîñòûõ.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ÷àñòèöå ìàññû
µ, äâèæóùåéñÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå, êîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî ñèëîâîãî öåíòðà r =

√
x2 + y2 + z2, íî

íå îò íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r (U(r) = U(|r|) = U(r)). Â ýòîì ñëó÷àå
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ĤΨ(r) = EΨ(r) (1.1)

èç-çà ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîòåíöèàëà óäîáíî ðåøàòü â ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

r

2µ
+

L̂2

2µr2
+ U(r), (1.2)

ãäå

p̂r = −i}
1
r

∂

∂r
r = −i}

(
∂

∂r
+

1
r

)
, (1.3)

L̂2 = −}2

{
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2

}
= −}2∇2

θ,ϕ (1.4)
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� îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (íàïîìíèì, ÷òî L̂ =
[r, p̂]). Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ãàìèëüòîíèàíå (1.2) ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðîì
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè; ∇2

θ,ϕ â (1.4) � óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà
â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó L̂2 äåéñòâóåò ëèøü íà óã-
ëîâûå ïåðåìåííûå, îí êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.2), à, çíà÷èò, L2

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ïî-
ëå, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ è ïðîåêöèÿ ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
íà âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå (îñü Oz). Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð â ñôå-
ðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä:

L̂z = −i}
∂

∂ϕ
. (1.5)

Çàìåòèì, ÷òî L2 è Lz èçìåðèìû ñîâìåñòíî, ïîñêîëüêó èõ îïåðàòîðû êîì-
ìóòèðóþò. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì (1.2)
(ò.å. ÷àñòèöà â öåíòðàëüíîì ïîëå), ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèÿõ ñ îïðå-
äåëåííîé ýíåðãèåé, îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì êâàäðàòà óãëîâîãî ìîìåíòà
è îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà íà âûäåëåííîå
íàïðàâëåíèå. Âîëíîâûå ôóíêöèè ýòèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè âñåõ òðåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ îïåðàòîðîâ.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðâ L̂2 è L̂z ìî-
ãóò áûòü íàéäåíû èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

L̂2Ψ(θ, ϕ) = L2Ψ(θ, ϕ); L̂zΨ(θ, ϕ) = LzΨ(θ, ϕ) (1.6)

íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ (1.4) è (1.5)
ÿâëÿþòñÿ

L2 = }2l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . . ;
Lz = }m, m = 0,±1, . . .

Èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ylm(θ, ϕ), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Íà åäèíè÷íîé ñôåðå îíè îáðàçóþò ïîëíóþ
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó:

2π∫

0

π∫

0

Y ∗
l′m′(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = δl′lδm′m; (1.7)

∞∑

l=0

l∑

m=−l

Y ∗
lm(θ′, ϕ′)Ylm(θ, ϕ) = δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ). (1.8)
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l íàçûâàþò îðáèòàëüíûì, à m � ìàãíèòíûì êâàíòîâûìè ÷èñëàìè.
Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ îðáèòàëüíûì êâàíòîâûì

÷èñëîì l = 0, 1:

Y00(θ, ϕ) =
1√
4π

;

Y10(θ, ϕ) =

√
3
4π

cos θ;

Y1±1(θ, ϕ) = ∓
√

3
8π

sin θe±iϕ.





(1.9)

Òàê êàê âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ñ îïðåäå-
ëåííûìè çíà÷åíèÿìè L2, Lz â ïðîèçâîëüíîì ïîëå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè
äîëæíà îäíîâðåìåííî áûòü ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðîâ L̂2 è L̂z,
òî óðàâíåíèÿ (1.6) áóäóò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿòüñÿ, åñëè ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.2) èñêàòü â âèäå:

Ψ(r) = ΨElm(r, θ, ϕ) = fEl(r)Ylm(θ, ϕ), (1.10)

ãäå fEl(r) � ðàäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(r) è çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïîëíîé ýíåðãèè E è
îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà l. Ïîñêîëüêó â ïîëå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè íåò
âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå, òî ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(r)
íå áóäåò çàâèñåòü îò çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà m. Ïðåä-
ñòàâëåíèå Ψ(r) â âèäå (1.10) ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå r è (θ, ϕ) â
óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà (1.1). Ïîäñòàâëÿÿ (1.10) â (1.1) è ó÷èòûâàÿ (1.2)
è (1.4), äëÿ ôóíêöèé fEl(r) ïîëó÷àåì:

− }
2

2µ

1
r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
fEl(r) +

[
U(r) +

}2l(l + 1)
2µr2

]
fEl(r) = EfEl(r). (1.11)

Ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.11) ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå
êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ fEl(r) â îáëàñòè r îò 0 äî ∞.

Îáû÷íî fEl(r) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå fEl(r) =
1
r
REl(r), ÷òî ïðèâîäèò ê

ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (1.11):

− }
2

2µ

d2

dr2
REl(r) +

[
U(r) +

}2l(l + 1)
2µr2

]
REl(r) = EREl(r) (1.12)

ñ îáÿçàòåëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì REl(0) = 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçû-
âàåòñÿ ðàäèàëüíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå (1.12)
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ñîâïàäàåò ñ îäíîìåðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì

Ueff(r) = U(r) +
}2l(l + 1)

2µr2
. (1.13)

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, ïîäîáíî êëàññè÷åñêîé, ïîçâîëÿåò â
öåíòðàëüíîì ïîëå ñâåñòè òðåõìåðíóþ çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé äîáàâëåíèåì
öåíòðîáåæíîãî ñëàãàåìîãî }

2l(l + 1)
2µr2

.
Íà áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè îò ñèëîâîãî öåíòðà ãðàíè÷íîå óñëîâèå îïðå-

äåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è. Òàê, äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé
fEl(r)|r→∞ → 0, REl(r)|r→∞ → 0. Ïðè ýòîì ôóíêöèè fEl(r) è REl(r)
ñëåäóåò íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó óñëîâèÿìè

∞∫

0

f2
El(r)r

2dr = 1;

∞∫

0

R2
El(r) dr = 1. (1.14)

Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì l ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ m = 0,±1, . . . ,±l (âñåãî 2l + 1 çíà÷åíèå), êàæäîå èç
ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì l áóäåò 2l +1-êðàòíî
âûðîæäåíî. Ñîñòîÿíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì çíà÷åíèÿì l = 0, 1, 2, . . . ,
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ñïåêòðîñêîïè÷åñêèìè ñèìâîëàìè s, p,
d, f , g è äàëåå â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå. Òàê, íàïðèìåð, ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâûì
îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì (l = 0) íàçûâàþò s-ñîñòîÿíèÿìè, ñîñòîÿíèÿ ñ l =
1 � p-ñîñòîÿíèÿìè è ò.ä.

Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (1.2) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ïðîñòðàíñòâåí-
íîé èíâåðñèè Î (ÎΨ(r) = Ψ(−r)), èìåþùèì äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ±1.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ìîãóò
áûòü ðàçäåëåíû íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå. Ïðè îïåðàöèè èíâåðñèè êîîð-
äèíàòà r íå ìåíÿåòñÿ, à óãëîâûå ïåðåìåííûå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó
θ → π − θ, ϕ = ϕ + π, ïîýòîìó

ÎΨElm(r, θ, ϕ) = fEl(r)ÎYlm(θ, ϕ) = fEl(r)Ylm(π − θ, ϕ + π) =

= (−1)lfEl(r)Ylm(θ, ϕ) = (−1)lΨElm(r, θ, ϕ). (1.15)

Èç (1.15) ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè â ñëó÷àå öåíòðàëüíûõ ïîëåé
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà èíâåðñèè. Âñå ñîñòîÿíèÿ
ñ ÷åòíûìè l îòíîñÿòñÿ ê ÷åòíûì ñîñòîÿíèÿì, ñîñòîÿíèÿ ñ íå÷åòíûìè l
ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè ñîñòîÿíèÿìè.
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1.2 Âîäîðîäîïîäîáíûé àòîì
Âàæíåéøåé çàäà÷åé òåîðèè öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äâè-
æåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîëå ïðèòÿæåíèÿ U(r) =

−Ze2

r
(âîäîðîäîïîäîáíûé àòîì). Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ïðè ýòîì èìååò âèä:
[
− }

2

2µ
∇2 − Ze2

r

]
Ψ(r, θ, ϕ) = EΨ(r, θ, ϕ). (1.16)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âîäîðîäîïîäîáíûé èîí, òî ïîä ìàññîé µ â óðàâíåíèè
(1.16) ñëåäóåò ïîíèìàòü ïðèâåäåííóþ ìàññó µ =

memp

me + mp
ýëåêòðîíà è

òî÷å÷íîãî1 ÿäðà (me/mp ≈ 1836, è ïîýòîìó µ ≈ me), ïîä r � èõ îòíîñè-
òåëüíîå ðàññòîÿíèå, ïîä E � ýíåðãèþ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Öåíòð
ìàññ ïðè ýòîì äâèæåòñÿ ñâîáîäíî, à ïîòîìó îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé âîëíîé.

Íà ðèñ. 1.1 ïîêàçàí ïðèìåð-

Ðèñ. 1.1:

íûé âèä ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöè-
àëà (1.13) ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà (1.12) â êóëîíîâñêîì
ïîëå ïðèòÿæåíèÿ. Ïðè E < 0
äâèæåíèå ôèíèòíî, ò.ê. ýëåêòðîí
íàõîäèòñÿ â �ïîòåíöèàëüíîé ÿìå�,
îáðàçîâàííîé âîçðàñòàþùèì êó-
ëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì è êâàäðà-
òè÷íî óáûâàþùèì öåíòðîáåæíûì
îòòàëêèâàíèåì.

Åñëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.16)
èñêàòü â âèäå (1.10), ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, íîðìèðîâàííûå óñëîâèåì (1.14):

fnl(r) = Nnl

(
2Zr

na0

)l

exp
(
− Zr

na0

)
1F1(−n + l + 1; 2l + 2; 2Zr/na0);

(1.17)

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè:

En = −1
2

Z2

n2

e2

a0
, (1.18)

1Ýôôåêò, îáóñëîâëåííûé íåòî÷å÷íîñòüþ ÿäðà, áóäåò ðàññìîòðåí â ãëàâå �Ñòàöèî-
íàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé�.
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ãäå a0 =
}2

µe2
� áîðîâñêèé ðàäèóñ (äëÿ ýëåêòðîíà a0 = 0.529 �A);

Nnl =
(

2Z

na0

)3/2 1
(2l + 1)!

√
(n + l)!

2n(n− l − 1)!

� íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü;

1F1(a; b; x) = 1 +
1
1!

a

b
x +

1
2!

a(a + 1)
b(b + 1)

x2 + . . .

� âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (ïðè öåëîì ïàðàìåòðå
a 6 0 îíà ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëèíîì ñòåïåíè |a|). n = 1, 2, 3, . . . � ãëàâíîå
êâàíòîâîå ÷èñëî. Êàê âèäíî èç (1.18), çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî ýòèì êâàíòîâûì ÷èñëîì è íå çàâèñÿò îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.
Òàêîå âûðîæäåíèå ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó l (�ñëó÷àéíîå� âû-
ðîæäåíèå) îáóñëîâëåíî ñïåöèôèêîé êóëîíîâñêîãî ïîëÿ è â öåíòðàëüíûõ
ïîòåíöèàëàõ äðóãîãî âèäà íå âñòðå÷àåòñÿ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ÷èñëî l ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ l = 0, 1, . . . , n − 1
(íàïîìíèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì l ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m =
0,±1, . . . ,±1, ò.å. (2l + 1) çíà÷åíèå). Òàêèì îáðàçîì, êðàòíîñòü âûðîæäå-
íèÿ óðîâíÿ En ðàâíà

gn =
n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2. (1.19)

Ðàäèàëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè (1.17), êàê è äîëæíî áûòü â öåíòðàëü-
íîì ïîëå, íå çàâèñÿò îò ìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà m. Îíè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ ãëàâíûì n è îðáèòàëüíûì l êâàíòîâûìè ÷èñëàìè ïî ñõåìå nl,
ïðè÷åì äëÿ l íàäî èñïîëüçîâàòü áóêâåííûé ñïåêòðîñêîïè÷åñêèé ñèìâîë.
Òàê, 1s-ñîñòîÿíèå îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñ n = 1 è l = 0 è ò.ä. Ïîñêîëüêó En

ìèíèìàëüíî ïðè n = 1, îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ 1s-ñîñòîÿíèå.

Ðàçáåðåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Ïðèìåð 1.1. Çàïèñàòü îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ðåøåíèå. Çàïèøåì â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ òîæäåñòâî, ñïðàâåäëèâîå
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâ Â è B̂:

(Â× B̂)2 =
∑

jk

ÂjB̂k(ÂjB̂k − ÂkB̂j) (j, k = x, y, z). (1.20)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (1.20) âìåñòî Â è B̂ ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû r è p̂ è ïðè-
ìåíÿÿ ïîâòîðíî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [rj , p̂k] = i}δjk (ïðîäåëàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî!), ïîëó÷àåì:

L̂2 = [r× p̂]2 = r2p̂2 − (rp̂)2 + i}(rp̂). (1.21)

Ïîñêîëüêó r = (x2 + y2 + z2)1/2, x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
= r

∂

∂r
, òî, ó÷èòû-

âàÿ êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [r, p̂r] = i} (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!),
ïîëó÷èì:

(rp̂) = −i}r
∂

∂r
= rp̂r + i},

ãäå îïåðàòîð p̂r îïðåäåëåí â (1.3);

(rp̂)2 − i}(rp̂) ≡ ((rp̂)− i})(rp̂) = rp̂r(rp̂r + i}) = r2p̂2
r. (1.22)

Êàê ìîæíî âèäåòü èç (1.22), ïðàâàÿ ÷àñòü (1.21) ðàâíà r2(p̂2 − p̂2
r). Ðàç-

äåëèâ îáå ÷àñòè (1.21) íà r2, ïîëó÷èì

p̂2 = p̂2
r + L̂2/r2,

îòêóäà

T̂ =
p̂2

2µ
=

p̂2
r

2µ
+

L̂2

2µr2
.

Äàííûé ðåçóëüòàò áûë èñïîëüçîâàí â (1.2) ïðè ïîñòðîåíèè ãàìèëüòîíèàíà
â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàïîìíèì, ÷òî âèä L̂2 â ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèâåäåí â (1.4). ¤

Ïðèìåð 1.2. Íàéòè ýíåðãèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé (ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ðîòàòîðà ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I.
Ðåøåíèå. Ðîòàòîð èìååò òîëüêî äâå âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòî-
ðûå óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü óãëàìè θ, ϕ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Äâèæåíèå ðîòàòîðà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, è ïîýòîìó ãàìèëüòîíèàí ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ïî àíàëîãèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì ñâîáîäíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ ñ çàìåíîé p̂ íà L̂ è ìàññû µ � íà I:

Ĥ =
L̂2

2I
.
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Ñ ýòèì ãàìèëüòîíèàíîì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ðîòà-
òîðà ïðèíèìàåò âèä

1
2J

L̂2Ψ(θ, ϕ) = EΨ(θ, ϕ)

èëè

L̂2Ψ(θ, ϕ) = 2IEΨ(θ, ϕ). (1.23)

Óðàâíåíèå (1.23) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ2 îïåðàòîðà L̂2, êîòîðûå íàì èçâåñòíû:

2IEl = }2l(l + 1), l = 0, 1, . . . ;
Ψlm(θ, ϕ) = Ylm(θ, ϕ), m = 0,±1, . . . ,±l.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ ðîòàòîðà

El =
}2

2I
l(l + 1)

ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
Ylm(θ, ϕ) (áàçèñ ðîòàòîðà). Ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü El âûðîæäåí ñ êðàò-
íîñòüþ 2l + 1. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (l = 0) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. ¤

Ïðèìåð 1.3. Èñïîëüçóÿ (1.17), ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä âîëíîâîé ôóíê-
öèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà è ïîêàçàòü, ÷òî
îíà íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó. Âûïèñàòü ïîëíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ 1s-
ñîñòîÿíèÿ.

Ðåøåíèå. Èç (1.17) ñëåäóåò, ÷òî f10(r) = 2
(

Z

a0

)3/2

exp
(
−Zr

a0

)
.

Â äàëüíåéøåì èíòåãðàëû óäîáíî çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòü ê
âèäó

∞∫

0

tne−tdt = n! (1.24)

Òîãäà
∞∫

0

f2
10(r)r

2dr =
4Z3

a3
0

∞∫

0

r2 exp
(
−2Zr

a0

)
dr =

1
2

∞∫

0

t2e−tdt =
1
2
· 2! = 1,

2Â äàííîì ñëó÷àå èì ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå 2IE, ãäå ìíîæèòåëü E ïîäëåæèò
îïðåäåëåíèþ
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÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ (1.14) (ïðîâîäèëàñü çàìåíà ïåðåìåííûõ t =
2Z

a0
r; dt =

2Z

a0
dr).

Ïîñêîëüêó â s-ñîñòîÿíèè l = 0, òî m òàêæå ðàâíî íóëþ. Ïîëíàÿ âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.10):

Ψ1s(r) = Ψ1s(r, θ, ϕ) =

√
Z3

πa3
0

exp
(
−Zr

a0

)
, (1.25)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî Y00(θ, ϕ) =
1√
4π

. ¤

Ïðèìåð 1.4. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå óäàëåíèå ýëåêòðîíà â 1s-
ñîñòîÿíèè îò ÿäðà ñ çàðÿäîì Ze.
Ðåøåíèå.

1 ñïîñîá.
Ñîãëàñíî (1.10), ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ 1s-ñîñòîÿíèÿ

Ψ1s(r) = f10(r)Y00(θ, ϕ),

ãäå ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ f10(r) îïðåäåëåíà â (1.17). Ïîñêîëüêó Y00(θ, ϕ) =
1√
4π

, 1s-ñîñòîÿíèå èçîòðîïíî, ò.å. ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî, è îòâåò íå
èçìåíèòñÿ, åñëè ïî òåëåñíîìó óãëó ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå. Èñïîëüçóÿ
óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (1.7), (1.14), ïîëó÷àåì:

∫
|Ψ1s(r)|2d3r =

∞∫

0

r2dr

∫
|Ψ1s(r)|2dΩ =

∞∫

0

f2
10(r)r

2

︸ ︷︷ ︸
w10(r)

dr = 1. (1.26)

Íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ r2 â (1.26) îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò ýëåìåíò îáúåìà d3r = r2dr sin θ dθ dϕ. Ïîñêîëüêó êâàäðàò
ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë, îáâåäåííîå ôè-
ãóðíîé ñêîáêîé â (1.26) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ñôåðè÷åñêîì ñëîå ðàäèóñà r òîëùèíîé dr:

w10(r) = f2
10(r)r

2 = R2
10(r) (1.27)

(íàïîìíèì, ÷òî R(r) = r−1f(r)). Èç (1.17) ñëåäóåò, ÷òî

w10(r) ∼ r2 exp
(
−2Zr

a0

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ìàêñèìóìà ôóíêöèè
w10(r). Ãðàôèê ôóíêöèè w10(r) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.2. Ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå w10, êàê íåñëîæíî ïîêàçàòü, äîñòèãàåòñÿ ïðè r0 =

a0

Z
. Ýòî è

åñòü íàèâåðîÿòíåéøåå óäàëåíèå ýëåêòðîíà îò ñèëîâîãî öåíòðà. Â àòîìå
âîäîðîäà îíî ðàâíÿåòñÿ áîðîâñêîìó ðàäèóñó.

2 ñïîñîá.

Ðèñ. 1.2:

Åñëè âìåñòî ôóíêöèè f10(r) èñïîëü-
çîâàòü R10(r) = r−1f10(r), òî ôóíêöèÿ
R10(r) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îäíîìåðíî-
ìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (1.12). Èñõî-
äÿ èç âåðîÿòíîñòíîãî ñìûñëà âîëíîâîé
ôóíêöèè, ïðèõîäèì ê (1.27) è ïîëó÷àåì
òîò æå ñàìûé îòâåò.

Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæå-
íèÿ ýëåêòðîíà íà ïðîèçâîëüíîì óäàëå-
íèè îò öåíòðà â 1s-ñîñòîÿíèè âñåãäà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåíóëåâîé. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ
r îíà óìåíüøàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî, òàê ÷òî ðåàëüíûé ðàçìåð àòîìà áó-
äåò êîíå÷íûì. ¤

Ïðèìåð 1.5. Íàéòè ÿâíûé âèä ïîëíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîñòîÿíèé ñî
çíà÷åíèåì ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ôóíê-
öèè íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó.
Ðåøåíèå. Ïðè n = 2 èìååòñÿ 4 ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ: n = 2, l = 0, m = 0
(Ψ200); n = 2, l = 1, m = 1 (Ψ211); n = 2, l = 1, m = 0 (Ψ210); n = 2, l = 1,
m = −1 (Ψ21−1). Íà îñíîâàíèè (1.10) èìååì:

Ψ200(r) = f20(r)Y00(θ, ϕ) (2s)
Ψ211(r) = f21(r)Y11(θ, ϕ)
Ψ210(r) = f21(r)Y10(θ, ϕ)

Ψ21−1(r) = f21(r)Y1−1(θ, ϕ)



 (2p) (1.28)

ãäå, ñîãëàñíî (1.17)

f20(r) =
1√
2

(
Z

a0

)3/2

exp
(
− Zr

2a0

)(
1− Zr

2a0

)
;

f21(r) =
1

2
√

6

(
Z

a0

)3/2

exp
(
− Zr

2a0

)(
Zr

a0

)
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîñëåäíèå òðè ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, íîðìèðîâàííûìè íà åäèíèöó ñîãëàñíî (1.7).
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî è ðàäèàëüíûå ÷àñòè (1.28) òàêæå íîðìèðîâàíû íà
åäèíèöó. Èñïîëüçóÿ (1.28) ïîëó÷àåì:

∞∫

0

f2
20(r)r

2dr =
1
2

Z3

a3
0

∞∫

0

(
1− Zr

2a0

)2

exp
(
−Zr

a0

)
r2dr =

=
1
2

Z3

a3
0

∞∫

0

(
1− Z

a0
r +

Z2

4a2
0

r2

)
r2 exp

(
−Zr

a0

)
dr =

=
1
2

∞∫

0

t2
(

1− t +
1
4
t2

)
e−tdt =

1
2

(
2!− 3! +

1
4
· 4!

)
= 1;

∞∫

0

f2
21(r)r

2dr =
1
24

Z5

a5
0

∞∫

0

r4 exp
(
−Zr

a0

)
dr =

1
24

∞∫

0

t4e−tdt =
1
24
· 4! = 1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîâîäèëàñü çàìåíà ïåðåìåííûõ Zr

a0
= t. ¤

Ïðèìåð 1.6. Íåïîñðåäñòâåííûì ðàñ÷åòîì ïîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü
âîëíîâûõ ôóíêöèé äëÿ 1s- è 2s-ñîñòîÿíèé âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà.
Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ Ψ100(r) è
Ψ200(r) ðàâåí íóëþ:

I =
∫

Ψ∗200(r, θ, ϕ)Ψ100(r, θ, ϕ)r2dr sin θ dθ dϕ =

∞∫

0

f20(r)f10(r)r2dr = 0.

Èñïîëüçóÿ (1.25), (1.28) è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ 3Z

2a0
r = t, ïîëó÷àåì:

∞∫

0

f20(r)f10(r)r2dr =
√

2
Z3

a3
0

∞∫

0

(
1− Zr

2a0

)
exp

(
−3Zr

2a0

)
r2dr =

=
8
27

√
2

∞∫

0

t2
(

1− 1
3
t

)
e−tdt =

8
27

√
2

(
2!− 1

3
· 6!

)
= 0,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

Ïðèìåð 1.7. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå r−1 â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè
âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà.
Ðåøåíèå.

1 ñïîñîá.
Èñïîëüçóÿ (1.25), èìååì:

〈
r−1

〉
= 4

Z3

a3
0

∞∫

0

r exp
(
−2Zr

a0

)
dr =

Z

a0

∞∫

0

te−tdt =
Z

a0
.

2 ñïîñîá.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé âèðèàëà. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, 2 〈T 〉 =

N 〈U〉, ãäå 〈T 〉 è 〈U〉 � ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû è ïðåäïîëàãàåòñÿ U(r) ∼ rN .

Â àòîìå âîäîðîäà U(r) = −Ze2/r ∼ r−1, è òåîðåìà âèðèàëà ïðèíèìàåò
âèä:

2 〈T 〉 = −〈U〉 (1.29)

â ïðîèçâîëüíîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè.
Â 1s-ñîñòîÿíèè

〈T 〉+ 〈U〉 = E1s = −1
2
Z2 e2

a0
. (1.30)

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (1.29) è (1.30) ñîâìåñòíî îòíîñèòåëüíî 〈T 〉 è 〈U〉, ïîëó-
÷àåì:
〈U〉 = −Ze2

〈
r−1

〉
= −Z2 e2

a0
, îòêóäà

〈
r−1

〉
=

Z

a0
.

Äàííûé ìåòîä íå òðåáóåò íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
è óäîáåí ïðè ðàññìîòðåíèè âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé. ¤

Ïðèìåð 1.8. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè ÷àñòèöû ìàññû µ â ñôåðè÷åñêîé
áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ðàäèóñà a.
Ðåøåíèå. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â äàííîé çàäà÷å èìååò âèä:

U(r) =

{
0, r 6 a;
+∞, r > a,

ò.å. ïîëå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíå-
íèå (1.12). Òàê êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò ðàçðûâíûé õàðàêòåð,
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.12) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå
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R(r) = RI(r) äëÿ 0 6 r 6 a è R(r) = RII(r) äëÿ r > a.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî U(r) = ∞ ïðè r > a, RII(r) = 0, è óðàâíåíèå (1.12) íåîá-
õîäèìî ðåøàòü â îáëàñòè 0 6 r 6 a ñ U(r) = 0 è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
RI(0) = 0 è RII(a) = 0. Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñëåäóåò èç ñòàíäàðò-
íûõ óñëîâèé, à èìåííî èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè R(r) â òî÷êå r = a. Â
ðåçóëüòàòå èìååì:

R′′I −
l(l + 1)

r2
RI + k2RI = 0. (1.31)

Çäåñü k2 = 2µE/}2. Èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâêè RI(r) =
√

rZ(r) ñ ââåäå-
íèåì íîâîé ïåðåìåííîé x = kr ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1.31) ê óðàâíåíèþ
äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ ñ ïîëóöåëûì ïàðàìåòðîì:

x2 d2Zl

dx2
+ x

dZl

dx
+

[
x2 −

(
l +

1
2

)2
]

Zl = 0. (1.32)

Ðåøåíèå (1.32) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Zl(r) = C1Jl+ 1
2
(kr) + C2J−l− 1

2
(kr).

Èç óñëîâèÿ RI(0) = 0 íåîáõîäèìî ïîëîæèòü C2 = 0 (ò.ê. ôóíêöèÿ Jν(x) â
íóëå âåäåò ñåáÿ êàê xν). Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå RI(a) = 0, èìååì:

Jl+ 1
2
(ka) = Jl+ 1

2

(√
2mE

}2
a

)
= 0. (1.33)

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè ÷àñòèöû, çàêëþ÷åííîé â ñôå-
ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ÿìå ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè, ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.33). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå l = 0 (s-ñîñòîÿíèå), ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî J 1

2
(x) =

sin x

x
, âìåñòî (1.33) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå sin(ka) = 0,

îòêóäà ka = πn (n = 1, 2, . . . ). Òîãäà ñïåêòð s-ñîñòîÿíèé èìååò âèä:

Ens =
π}2

2µa2
n2 (n = 1, 2, . . . )

(n = 0 íå óäîâëåòâîðÿåò ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ l

Enl =
}2X2

nl

2µa2
,

15



ãäå Xnl > 0 � n-é êîðåíü óðàâíåíèÿ Jl+ 1
2
(x) = 0. Çíà÷åíèÿ Xnl çàòàáóëè-

ðîâàíû. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Xnl, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçëè÷íûì ïàðàì (n, l), ñîâïàäàþùèõ íåò. Òàêèì îáðàçîì, ñïåöèôè-
÷åñêîå äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà �ñëó÷àéíîå� âûðîæäåíèå â äàííîì
ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. ¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íàéòè 〈cos θ〉 è
〈
cos2 θ

〉
â s-ñîñòîÿíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòîðà.

(Îòâåò: 0, 1
3
.)

2. Íàéòè
〈
cos2 θ

〉
â p-ñîñòîÿíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòîðà ñ m = 0,±1.

(Îòâåò: 3
5
, 1

5
.)

3. Ïîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü âîäîðîäíûõ ôóíêöèé Ψ200 è Ψ210, Ψ100 è
Ψ210. Óáåäèòüñÿ â íåîðòîãîíàëüíîñòè f20(r) è f21(r), f10(r) è f21(r). Îáú-
ÿñíèòü ïðè÷èíó.
4. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå rn â 1s-ñîñòîÿíèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà
(n > −2). (Îòâåò: (n + 2)!

2n+1

(a0

Z

)n

.)

5. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå rn â 2s-ñîñòîÿíèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà
(n > −2). (Îòâåò: 1

8

(a0

Z

)n

(n2 + 3n + 4)(n + 2)!)

6. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå rn â 2p-ñîñòîÿíèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà
(n > −4). (Îòâåò: 1

24

(a0

Z

)n

(n + 4)!)

7. Íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ p̂2 è r−1 â ïðîèçâîëüíîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòî-
ÿíèè âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n. (Îòâåò:
〈
p̂2

〉
= µ

Z2

n2

e2

a0
;
〈
r−1

〉
=

Z

n2a0
.)

8. Ýëåêòðîí â âîäîðîäîïîäîáíîì àòîìå ñ çàðÿäîì Z çàíèìàåò óðîâåíü
ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n = 2. Êàê èçâåñòíî, äàííûé óðîâåíü 4-
êðàòíî âûðîæäåí. Áóäåì íóìåðîâàòü âîëíîâûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå n = 2, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ200(r) ≡ Ψ1(r); Ψ210(r) ≡ Ψ2(r); Ψ211(r) ≡ Ψ3(r); Ψ21−1(r) ≡ Ψ4(r).
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Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû Fij =
∫

Ψ∗i (r)zΨj(r) d3r (z � äåêàðòîâà êîîðäèíà-
òà). (Îòâåò: F12 = F21 = −3

a0

Z
; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ Fij = 0).

9∗. Íàéòè äèñêðåòíûé ñïåêòð äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå U(r) = −Ze2

r
+

α

r2
.

(Îòâåò: Enl = −1
2

Z2

(n− µl)2
e2

a0
, ãäå µl =

αµ

}2(l + 1
2 )

.)

10∗. Íàéòè ñðåäíèé ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî
âîäîðîäîïîäîáíûì èîíîì â 1s-ñîñòîÿíèè, êàê ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ äî òî-
÷å÷íîãî ÿäðà ñ çàðÿäîì Z. Â ÷åì ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ñëó÷àÿ
Z = 1 îò Z > 1?
(Îòâåò:

ϕ(r) =
Ze

r
− e

r

{
1−

[
2Z2

a2
0

r2 +
2Z

a0
r + 1

]
exp

(
−2Zr

a0

)}
−

− Ze

a0

(
2Ze

a0
+ 1

)
exp

(
−2Zr

a0

)
.

Ïðè Z = 1 ïîòåíöèàë ϕ(r) ñòàíîâèòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì.)
11∗. Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññû µ ñ ìî-
ìåíòîì l = 0 â ñôåðè÷åñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå êîíå÷íîé
ãëóáèíû:

U(r) =

{
−U0, r 6 a;
0, r > a.

Ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé ãëóáèíå â ÿìå ïðèñóòñòâóåò ëèøü îäèí óðîâåíü?

17



Ãëàâà 2

Îñíîâû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

2.1 Ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè
Çàäàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè Ψa(r) (�a� � íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë) â êîíôè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå (êîîðäèíàòà r â àðãóìåíòå Ψa(r)) íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì. Ôàêòè÷åñêè äëÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâåííûì ÿâëÿ-
åòñÿ ëèøü íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë �a� (�èíäåêñ ñîñòîÿíèÿ�). Ñàì æå âèä
âîëíîâîé ôóíêöèè Ψa(r) âòîðè÷åí è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü �ìàòåìà-
òè÷åñêîå èçîáðàæåíèå� äàííîãî ñîñòîÿíèÿ �a�. Âìåñòî Ψa(r) äëÿ îïèñà-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ �a� ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíòû ca(Gn) ðàçëîæå-
íèÿ Ψa(r)

Ψa(r) =
∑

n

ca(Gn)ΦGn
(r) (2.1)

ïî ïîëíîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ΦGn(r) ëþáîãî ýðìèòîâà îïåðà-
òîðà Ĝ (ĜΦGn = GnΦGn), äåéñòâóþùåãî â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, â êî-
òîðîì îïðåäåëåíû ôóíêöèè Ψa(r). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìåæäó Ψa(r)
è íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ ca(Gn) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå: çàäàíèå ca(Gn) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò Ψa(r) ïî ôîðìóëå (2.1),
à çíàíèå Ψa(r) ïîçâîëÿåò íàéòè âñå ca(Gn):

ca(Gn) =
∫

Φ∗Fn
(r)Ψa(r) d3r. (2.2)

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ca(Gn) íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ñîñòî-
ÿíèÿ �a� â G-ïðåäñòàâëåíèè. Âåëè÷èíà |ca(Gn)|2 (ò.å. êâàäðàò ìîäóëÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè â G-ïðåäñòàâëåíèè) äàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû G â ñîñòîÿíèè, õàðàêòåðèçóåìîì íàáîðîì
êâàíòîâûõ ÷èñåë �a�.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ñêàçàííîå çäåñü ñïðàâåäëèâî äëÿ îïåðàòîðà Ĝ êàê
ñ äèñêðåòíûì, òàê è ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå Gn

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíîé, à ñóììèðîâàíèå â (2.1) çàìåíÿåòñÿ èí-
òåãðèðîâàíèåì:

Ψa(r) =
∫

ca(G)ΦG(r) dG; (2.3)
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ca(G) =
∫

Φ∗G(r)Ψa(r) d3r. (2.4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òîò ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà Ψa(r) cîâïàäàåò ñ îäíîé
èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ĝ, íàïðèìåð, ΦGm

(r), òîãäà èç (2.2)
cëåäóåò, ÷òî

ca(Gn) =
∫

Φ∗Gn
(r)ΦGm

(r) d3r = δGnGm
= δnm. (2.5)

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà Ĝ â G-ïðåäñòàâëåíèè
èìååò âèä δ-ñèìâîëà (äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà) è δ-ôóíêöèè (äëÿ íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà Ĝ).

Îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ

Ðèñ. 2.1:

Ψa(r) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì (r-ïðåäñòàâëåíèåì). Åñëè
â êà÷åñòâå îïåðàòîðà Ĝ èñïîëüçóåòñÿ
îïåðàòîð èìïóëüñà p̂, ïðåîáðàçîâàíèå
(2.2) äàåò âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ
�a� â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (p-
ïðåäñòàâëåíèè). Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð
îïåðàòîðà p̂ âåùåñòâåííûé è íåïðåðûâ-
íûé, à ïðîèçâîëüíîìó ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ p ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ

Φp(r) =
1

(2π})3/2
exp

(
i

}
pr

)
. (2.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â (2.4), ïîëó÷èì ôîðìóëó ïåðåõîäà îò êîîðäèíàòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ê èìïóëüñíîìó:

ca(p) =
∫

Φ∗p(r)Ψa(r) d3r =
1

(2π})3/2

∫
exp

(
− i

}
pr

)
Ψa(r) d3r. (2.7)

Àðãóìåíò p ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïåðåõîä îò êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê èìïóëüñíîìó ÿâëÿåòñÿ,
ïî ñóòè äåëà, èçâåñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå âîëíîâîé ôóíêöèè.

Åñëè îïåðàòîðîì Ĝ ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàí Ĥ, òî ïðåîáðàçîâà-
íèå (2.2) äàåò ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè (E-
ïðåäñòàâëåíèå).
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Ïðèìåð 2.1. Âîëíîâîé ïàêåò çàäàåòñÿ ôóíêöèåé:

Ψ(x) =
1

x
1/2
0 π

1/4

exp
(

ik0x− x2

2x2
0

)
.

Íàéòè èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî ñîñòîÿíèÿ (îäíîìåðíûé ñëó-
÷àé). Ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì â ïàêåòå.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2.6). Íàïîìíèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
ìíîæèòåëü (2π}) -3/2 çàìåíÿåòñÿ íà (2π}) -1/2:

c(p) =
1

(2π})1/2

1

x
1/2
0 π

1/4

+∞∫

−∞
exp

(
− i

}
px + ik0x− x2

2x2
0

)
dx =

=
1

(2}x0)
1/2π

3/4

+∞∫

−∞
exp

{
−i

(p

}
− k0

)
x− x2

2x2
0

}
dx. (2.8)

Âûäåëèì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû (2.8) ïîëíûé êâàäðàò:

x2

2x2
0

+ i
(p

}
− k0

)
x =

1
2x2

0

{
x2 + 2ixx2

0

(p

}
− k0

)}
=

=
1

2x2
0

{
x2 + 2ixx2

0

(p

}
− k0

)
− x4

0

(p

}
− k0

)2

+ x4
0

(p

}
− k0

)2
}

=

=
1

2x2
0

{
x + ix2

0

(p

}
− k0

)}2

+
x2

0

2

(p

}
− k0

)2

. (2.9)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé êîíñòàíòå α0

+∞∫

−∞
e−(t+α0)

2
dt =

+∞∫

−∞
e−t2dt =

√
π. (2.10)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.8) è ó÷èòûâàÿ (2.10), ïîëó÷àåì èìïóëüñíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà:

c(p) =
√

x0

}
√

π
exp

{
−x2

0

2

(p

}
− k0

)2
}

(ðåêîìåíäóåì ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè).
Ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì

w(p) = |c(p)|2 =
x0

}
√

π
exp

{
−x2

0

}2
(p− }k0)2

}
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èìååò ãàóññîâó ôîðìó ñ ïàðàìåòðàìè }k0 (ñðåäíèé èìïóëüñ) è }2

2x2
0

(øè-
ðèíà). Ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñ. 2.1. Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ

â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
+∞∫

−∞
w(p) dp = 1. ¤

Ïðèìåð 2.2. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè
âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà ñ çàðÿäîì Z.
Ðåøåíèå. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (1s) â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

Ψ1s(r) =

√
Z3

πa3
0

exp
(
−Z|r|

a0

)
, (2.11)

ãäå a0 � áîðîâñêèé ðàäèóñ. Ïîäñòàâëÿÿ (2.11) â (2.7), ïîëó÷èì âîëíîâóþ
ôóíêöèþ 1s-ñîñòîÿíèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

c1s(p) =
1
π2

(
Z

2}a0

)3/2 ∫
exp

{
−Z|r|

a0
− i

}
pr

}
d3r. (2.12)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (2.11) íàïðàâèì îñü Oz âäîëü âåêòîðà p è
ïåðåéäåì â ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (â ýòîì ñëó÷àå óãîë θ îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò âåêòîðà p, è pr = pr cos θ, d3r = r2dr sin θ dθ dϕ):

c1s(p) =
1
π2

(
Z

2}a0

)3/2
∞∫

0

π∫

0

r2 exp
(
−Zr

a0

)
×

× exp
(
− i

}
pr cos θ

)
sin θ dθ dr

2π∫

0

dϕ. (2.13)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.13) ðàâåí 2π. Èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó θ îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû cos θ = t (ïðè ýòîì sin θ dθ = −dt;
cos 0 = 1; cosπ = −1):

π∫

0

exp
(
− i

}
pr cos θ

)
sin θ dθ =

1∫

−1

e−
i
}prtdt =

i}
pr

(
e−ipr/} − eipr/}

)
;
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∞∫

0

r2e−Zr/a0
1
r
r±ipr/}dr =

∞∫

0

r exp
{
−

(
Z

a0
∓ i

}
p

)
r

}
dr =

1(
Z
a0
∓ i
}p

)2 .

Ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èç âûðàæåíèÿ (2.13) ïîëó÷àåì:

c1s(p) =
2i}
πp

(
Z

2}a0

)3/2





1[
Z
a0

+ i
}p

]2 −
1[

Z
a0
− i
}p

]2





=

= − 4}
πp

(
Z

2}a0

)3/2

Im
1(

Z
a0

+ i
}p

)2 =
8
π

( a0

2}Z

)3/2 1[
1 +

(
a0p
}Z

)2
]2 .

Ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì (ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè) äàåòñÿ âûðàæåíè-
åì

w1s(p) = |c1s(p)|2 =
8
π2

( a0

}Z

)3 1[
1 +

(
a0p
}Z

)2
]4 .

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ íîðìèðîâêè∫
w1s(p)d3p = 1 è íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå çíà÷åíèå èìïóëüñà. ¤

Ïðèìåð 2.3. Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âîëíîâîé ôóíêöèåé Φ(ϕ) =

1√
19π

(3+cos ϕ). Çà-
ïèñàòü åå â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïî áàçèñó ïëîñêîãî ðîòàòîðà
ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I è ïîÿñíèòü ñìûñë âåëè÷èí |c(Em)|2.
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ Φ(ϕ) ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì ïëîñêîãî ðî-
òàòîðà Ψm(ϕ) =

eimϕ

√
2π

(m = 0,±1, . . . ; ñïåêòð äèñêðåòíûé: Em =
}2m2

2I
).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ýéëåðà, ïîëó÷àåì:

Φ(ϕ) = 3

√
2
19

Ψ0(ϕ) +
1
2

√
2
19
{Ψ1(ϕ) + Ψ−1(ϕ)},

ò.å. c(E0) = 3

√
2
19

, c(E±1) =
1
2

√
2
19

. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (|m| > 1)
c(Em) = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â E-ïðåäñòàâëåíèè èçîá-
ðàæàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ñòîëáöîì. |c(Em)|2 äàåò âåðîÿòíîñòü wm îáíàðó-
æåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Ψm(ϕ) â ñîñòîÿíèè Ψ(ϕ). Â ÷àñòíîñòè, â íàøåé çàäà÷å
ïðè êàæäîì èçìåðåíèè ýíåðãèè áóäåò ïîëó÷àòüñÿ îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé
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ýíåðãèè: E0 = 0 (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå) èëè E±1 (ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñî-
ñòîÿíèå). Âåðîÿòíîñòè èõ îáíàðóæåíèÿ

w0 = |c(E0)|2 =
18
19

;

w±1 = 2|c(E±1)|2 =
1
19

(äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå).

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè
∑
m

wm = 1.
¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

12. ×àñòèöà ìàññû m íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíîé a. Íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè ñòà-
öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (Îòâåò: cn =
1
2

√
}3a3

π

(−1)ne−ipa/} − 1
(pa)2 − (π}n)2

; n = 0, 1, . . . ).

13. Ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (ìàññà � m, ÷àñòîòà � ω) íàõî-
äèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Íàéòè èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå âîëíîâîé
ôóíêöèè. (Îòâåò: c0(p) =

1√
p0
√

π
e−ξ2/2; ξ =

p

p0
; p2

0 = m}ω.; Óêàçàíèå:

ñì. ïðèìåð 2.1).
14. ×àñòèöà ìàññû m íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íî ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé

ÿìå øèðèíîé a è ïðèâåäåíà â ñîñòîÿíèå Ψ(x) =

√
30
a5

x(x − a). Íàé-
òè åãî ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè, à òàêæå

ôëóêòóàöèþ ýíåðãèè (Îòâåò: Cn = −
√

240
π3

1 + (−1)n+1

n3
; 〈E〉 = 5

}2

ma2
;

√
〈(∆E)2〉 =

√
5
}2

ma2
; n = 0, 1, . . . . Óêàçàíèå:

∞∑
k=0

(2k + 1)−4 = π4/96;
∞∑

k=0

(2k + 1)−2 = π2/8).

15. Çàïèñàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå â L2-
ïðåäñòàâëåíèè. (Îòâåò: Ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ fEl(r)).
16. Çàïèñàòü ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ylm(θ, ϕ) â Lz-ïðåäñòàâëåíèè. (Îò-

âåò:
√

2l + 1
2

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

m
l (cos θ), ãäå Pm

l (x) � ïðèñîåäèíåííûé ïîëèíîì
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Ëåæàíäðà).

2.2 Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ ôèçè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí

Ïðè ïåðåõîäå îò êîîðäèíàòíîãî ê äðóãîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ îïèñàíèÿ
ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ âèä íå òîëüêî ó âîëíîâûõ ôóíêöèé, íî è ó îïåðàòî-
ðîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Îïåðàòîðó F̂ â G-ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò
ìàòðèöà Fkn:

Fkn =
∫

Φ∗Gk
(r)F̂ΦGn(r) d3r ≡ 〈Gk| F̂ |Gn〉 ≡ 〈k| F̂ |n〉 , (2.14)

ãäå Gn è Φn(x) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ĝ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì (÷àñòî ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ΦGn(r) íàçûâàþò áàçèñíûìè).
Ïðèìåð 2.4. Íàéòè îïåðàòîð êîîðäèíàòû â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ïî áàçèñó ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω è
ìàññîé m.
Ðåøåíèå.Íàïîìíèì, ÷òî ïîä áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ñèñòåìû ïîíèìàþòñÿ
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè åå ãàìèëüòîíèàíà. Áàçèñíûå ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà
èìåþò âèä

Φn(x) =
1√
x0

Φ(osc)
n

(
x

x0

)
= [x0n!2n

√
π]−1/2Hn(ξ)e−ξ2/2,

ãäå x0 =

√
}

mω
, ξ =

x

x0
, Hn(ξ) � ïîëèíîì ×åáûøåâà�Ýðìèòà; n = 0, 1, . . . .

Îíè îðòîãîíàëüíû è íîðìèðîâàíû íà 1:
+∞∫

−∞
Φ∗m(x)Φn(x) dx = δmn. (2.15)

Äëÿ ôóíêöèé Φ(osc)
n (ξ) èçâåñòíî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-

íèå:

ξΦ(osc)
n (ξ) =

√
n

2
Φ(osc)

n−1 (ξ) +

√
n + 1

2
Φ(osc)

n+1 (ξ). (2.16)

Âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (2.14) ñ ó÷åòîì (2.15), (2.16) è çàìåíû x = ξx0:
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xmn ≡ 〈m|x |n〉 =
1
x0

+∞∫

−∞
Φ(osc)∗

m

(
x

x0

)
xΦ(osc)

n

(
x

x0

)
dx =

= x0

+∞∫

−∞
Φ(osc)∗

m (ξ) ξ Φ(osc)
n (ξ)︸ ︷︷ ︸
(2.16)

dξ =

= x0





√
n

2

+∞∫

−∞
Φ(osc)∗

m (ξ)Φ(osc)
n−1 (ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸
(2.15)

+

√
n + 1

2

+∞∫

−∞
Φ(osc)∗

m (ξ)Φ(osc)
n+1 (ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸
(2.15)





=

= x0

{√
n

2
δm,n−1 +

√
n + 1

2
δm,n+1

}

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû xmn ìîæíî çàïèñàòü íåñêîëüêî èíà÷å:

〈n− 1|x |n〉 = x0

√
n

2
; 〈n + 1|x |n〉 = x0

√
n + 1

2
, ïîäðàçóìåâàÿ âñå

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíûìè íóëþ. Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä ôðàãìåíòà
áåñêîíå÷íîé ìàòðèöû xmn:

xmn =
x0√

2




0
√

1 0 0 . . .√
1 0

√
3 0 . . .

0
√

3 0
√

5 . . .

0 0
√

5 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

¤

Ïðèìåð 2.5. Çàïèñàòü îïåðàòîð F̂ = cos θ (ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò) â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðîòàòîðà.
Ðåøåíèå. Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâåííîãî ðîòàòîðà ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèå
ôóíêöèè Ylm(θ, ϕ), õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îðáèòàëüíûì l è ìàãíèòíûì m
êâàíòîâûìè ÷èñëàìè (ñì. ïðèìåð 1.2). Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé èç-
âåñòíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

cos θ Ylm(θ, ϕ) =

√
(l −m + 1)(l + m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)
Yl+1,m(θ, ϕ) +
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+

√
(l −m)(l + m)
(2l − 1)(2l + 1)

Yl−1,m(θ, ϕ) (2.17)

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.17) è óñëîâèÿ íîðìè-
ðîâêè ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé (1.7) äàåò:

〈l′m′| cos θ |lm〉 =
∫

Y ∗
l′m′(θ, ϕ) cos θ Ylm(θ, ϕ) dΩ =

=

√
(l −m + 1)(l + m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)
δl′,l+1δm′m +

√
(l −m)(l + m)
(2l − 1)(2l + 1)

δl′,l−1δm′m

Äðóãèìè ñëîâàìè,

〈l + 1 m| cos θ |lm〉 =

√
(l −m + 1)(l + m + 1)

(2l + 1)(2l + 3)
;

〈l − 1 m| cos θ |lm〉 =

√
(l −m)(l + m)
(2l − 1)(2l + 1)

;

〈l′m′| cos θ |lm〉 =0; åñëè m 6= m′,

ò.å. ìàòðèöà îïåðàòîðà cos θ îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ïî ìàãíèòíîìó
êâàíòîâîìó ÷èñëó. ¤

Îïðåäåëåíèå (2.14) ïðèãîäíî è äëÿ îïåðàòîðà Ĝ ñ íåïðåðûâíûì ñïåê-
òðîì. Â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñû ñîñòîÿíèÿ G è G′ â ìàòðèöå 〈G′| F̂ |G〉 áóäóò
ïðîáåãàòü íåïðåðûâíûé ðÿä çíà÷åíèé.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà F̂ íà ôóíêöèþ Ψ (Φ = F̂Ψ) â G-ïðåäñòàâëåíèè
ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) äëÿ îïåðàòîðà Ĝ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì:
ïóñòü {a(Gn)} è {b(Gn)} � ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè Φ è Ψ â äèñ-
êðåòíîì G-ïðåäñòàâëåíèè, òîãäà

a(Gk) =
∑

n

〈Gk| F̂ |Gn〉 b(Gn), (2.18)

ò.å. äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïå-
ðåìíîæåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà íà âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç êîýô-
ôèöèåíòîâ G-ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè.

á) äëÿ îïåðàòîðà Ĝ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì:
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Òàáëèöà 2.1: Íåêîòîðûå îïåðàòîðû â r- è p-ïðåäñòàâëåíèÿõ
Îïåðàòîð r-ïðåäñòàâëåíèå p-ïðåäñòàâëåíèå
Êîîðäèíàòà r̂ r i}∇p

Èìïóëüñ p̂ −i}∇r p
Ìîìåíò èìïóëüñà L̂ −i}[r×∇r] i}[∇p × p]

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T̂ − }
2

2m
∇2

r

p2

2m
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Û U(r) U(i}∇p)

ïóñòü a(G) è b(G) � ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè Φ è Ψ â íåïðåðûâíîì
G-ïðåäñòàâëåíèè, òîãäà

a(G′) =
∫
〈G′| F̂ |G〉 b(G) dG, (2.19)

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò (2.18) çàìåíîé ñóììèðîâàíèÿ èíòåãðèðîâàíèåì,
è äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èí-
òåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÿäðîì 〈G′| F̂ |G〉.

Èñïîëüçîâàííûå ðàíåå îïåðàòîðû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè òàê-
æå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ìàòðè÷íîé ôîðìå: 〈r| r̂ |r′〉 = r δ(r − r′);
〈r| p̂ |r′〉 = δ(r − r′)(−i}∇r′) è ò.ä. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå (2.19) ïî
d3r′ ñíèìàåòñÿ δ-ôóíêöèåé.

Ïî ôîðìóëå (2.19) èçâåñòíûå íàì îïåðàòîðû ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû
â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òàê, äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà êîîðäèíàòû
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì: 〈p| r̂ |p′〉 = δ(p − p′) i}∇p′ , ÷òî ïî
ñòðóêòóðå àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó èìïóëüñà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè, çà èñêëþ÷åíèåì çíàêà.

Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà 2.1 äëÿ íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ â êîîðäèíàò-
íîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.
Ïðèìåð 2.6. Çàïèñàòü îïåðàòîð T̂a, îñóùåñòâëÿþùèé ïðîñòðàíñòâåí-
íûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êâàíòîâîé ñèñòåìû íà âåêòîð a, â èìïóëüñ-
íîì ïðåäñòàâëåíèè.
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà T̂a,

T̂aψ(r) = ψ(r + a). (2.20)

Âû÷èñëÿÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (2.19) íà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ îïåðàòî-
ðà èìïóëüñà Ψp(r) =

1
(2π})3/2

eipr/} ñ ó÷åòîì (2.20), ïîëó÷àåì ìàòðèöó
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îïåðàòîðà T̂a â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

〈p| T̂a |p′〉 =
1

(2π})3

∫
exp

(
− i

}
pr

)
T̂a exp

(
i

}
p′r

)
d3r =

=
1

(2π})3
exp

(
i

}
p′a

) ∫
exp

{
i

}
r(p′ − p)

}
d3r

︸ ︷︷ ︸
(2π})3δ(p′−p)

= δ(p′ − p) exp
(

i

}
p′a

)
.

Ìíîæèòåëü, íàõîäÿùèéñÿ ïîñëå δ-ôóíêöèè, êàê ðàç è áóäåò îïåðàòîðîì
ñäâèãà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

T̂a = exp
(

i

}
pa

)
= exp

(
i

}
ap

)
. (2.21)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð T̂a = exp
(

i

}
ap̂

)
, ò.å. ïî ñòðóê-

òóðå ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ (2.21). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå p̂ = −i}∇r,
ò.å. îïåðàòîð, è T̂a âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîðíóþ ýêñïîíåíòó, à â èì-
ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (2.21) T̂a � îáû÷íûé ìíîæèòåëü, ÿâëÿþùèéñÿ
ôóíêöèåé p. ¤

Ïðèìåð 2.7. Ôóíêöèè {Φn(r)} îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó. Âûðàçèòü 〈n′| ÂB̂ |n〉 ÷åðåç 〈n′| Â |n〉 è 〈n′| B̂ |n〉.
Ðåøåíèå. Âñïîìèíàÿ óñëîâèå ïîëíîòû

∑
n

Φ∗n(r)Φn(r′) = δ(r′ − r), ïîëó÷à-
åì:

〈n′| ÂB̂ |n〉 =
∫

Φ∗n′(r
′)ÂB̂Φn(r′) d3r′ =

=
∫∫

Φ∗n′(r
′)Â δ(r′ − r)B̂Φn(r′) d3r′ d3r =

=
∑

n′′

∫∫
Φ∗n′(r

′)ÂΦn′′(r′)Φ∗n′′(r)B̂Φn(r) d3r′ d3r =

=
∑

n′′

∫
Φ∗n′(r

′)ÂΦn′′(r′) d3r′ ·
∫

Φ∗n′′(r)B̂Φn(r) d3r =

=
∑

n′′
〈n′| Â |n′′〉 〈n′′| B̂ |n〉 .

Èòàê,

〈n′| ÂB̂ |n〉 =
∑

n′′
〈n′| Â |n′′〉 〈n′′| B̂ |n〉 , (2.22)
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ôîðìóëà
(2.22) ñïðàâåäëèâà è äëÿ íåïðåðûâíî ìåíÿþùèõñÿ èíäåêñîâ ñîñòîÿíèÿ;
ïðè ýòîì ñóììèðîâàíèå ïî n′′ çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì. ¤

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

17. Íàéòè îïåðàòîð êîîðäèíàòû â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïî áà-
çèñó ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû

a. (Îòâåò: 〈n|x |n〉 =
1
2
a; 〈n′|x |n〉 =

a

π2

{
(−1)n′−n − 1

(n′ − n)2
− (−1)n′+n − 1

(n′ + n)2

}
;

n, n′ = 1, 2, . . . ; n 6= n′).
18. Íàéòè îïåðàòîð F̂ = cos ϕ (â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ) â ýíåð-
ãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïî áàçèñó ïëîñêîãî ðîòàòîðà. (Îòâåò:
〈m′| cosϕ |m〉 =

1
2

(δm′,m+1 + δm′,m−1) èëè 〈m± 1| cos ϕ |m〉 =
1
2
.)

19. Íàéòè ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà x2 ïî áàçèñó ëè-
íåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé m è ÷àñòîòîé ω. (Îò-
âåò: 〈n± 2|x2 |n〉 =

x2
0

2

√
(n + 1± 1)(n± 1); 〈n|x2 |n〉 = x2

0

(
n +

1
2

)
; n =

0, 1, . . . ; x2
0 = }/mω).

2.3 Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé è íàáëþäàåìûå ôèçè÷å-
ñêèå âåëè÷èíû

Ïåðåõîä îò îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê äðóãîìó çàòðàãèâàåò âèä âîëíîâûõ
ôóíêöèé è îïåðàòîðîâ. Íåèçìåííûìè, îäíàêî, îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå âå-
ëè÷èíû è ñîîòíîøåíèÿ:

� íîðìèðîâêà âîëíîâûõ ôóíêöèé;
� îðòîãîíàëüíîñòü âîëíîâûõ ôóíêöèé;
� êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ (à, çíà÷èò, ñîîòíîøåíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòåé è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ);
� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âèä ïðåäñòàâëåíèÿ íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ
õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå, óäà÷íî âûáðàííîå
ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è.
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Ïðèìåð 2.8. Íàéòè âîëíîâûå ôóíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé îäíî-
ìåðíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññû m â îäíîðîäíîì ïîëå U(x) = −Fx
(F = const).
Ðåøåíèå. Â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà

(
p̂2

2m
− Fx̂

)
Ψ = eΨ (2.23)

îïåðàòîð p̂ âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, à x̂ � â ïåðâóþ ñòåïåíü. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèå (2.23) â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî
ïîðÿäêà, à â èìïóëüñíîì � ïåðâîãî, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷ó óäîáíî ðåøàòü
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Óðàâíåíèå (2.23) ïðè ýòîì ïðèìåò âèä (ñì.
òàáë. 2.1):

[
p2

2m
− i}F

d

dp

]
ΨE(p) = EΨE(p). (2.24)

Ïîñêîëüêó â îäíîðîäíîì ïîëå äâèæåíèå âñåãäà èíôèíèòíî, ýíåðãåòè÷å-
ñêèé ñïåêòð íåïðåðûâåí.

Ïðè çàäàííîé ýíåðãèè E, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ,
ðåøåíèå (2.24) (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ)
ìîæíî âûïèñàòü ñðàçó:

ΨE(p) = C exp
{

ip

}F

(
E − p2

6m

)}
. (2.25)

Äëÿ ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ íåîáõîäèìî íàéòè
ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè (2.25). Ïîñëå çàìåíû p = z 3

√
2m}F ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïîëó÷àåì:

ψ(x) ∼
+∞∫

∞
Ψ(p) exp

(
i

}
px

)
dp =

=

+∞∫

−∞
exp

{
−i

[
−p

}

(
x +

E

F

)
+

p3

6m}F

]}
dp ∼

∼
+∞∫

−∞
exp

{
−iz

[
3

√
2mF

}2

(
x +

E

F

)
+

z3

3

]}
dp ∼ Φ

(
− 3

√
2mF

}2

(
x +

E

F

))
,
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ãäå Φ(ξ) � ôóíêöèÿ Ýéðè, èìåþùàÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Φ(ξ) =
1√
π

∞∫

0

cos
(

zξ +
z3

3

)
dz.

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâûå ôóíêöèè äâèæåíèÿ â îäíîðîäíîì ïîëå â êî-
îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ �
ôóíêöèþ Ýéðè. Â èìïóëüñíîì æå ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà äàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ (2.25). Òàêèì îáðàçîì, â
äàííîé çàäà÷å èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå
êîîðäèíàòíîãî.

Ðåêîìåíäóåì ñàìîñòîÿòåëüíî íîðìèðîâàòü âîëíîâûå ôóíêöèè ΨE(p)
�ïî øêàëå ýíåðãèé�, ò.å. íàéòè íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü C, èñõîäÿ èç
óñëîâèÿ

+∞∫
−∞

Ψ∗E′(p)ΨE(p) dp = δ(E′ − E). ¤

Ïðèìåð 2.9. Íàéòè ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà êîîðäèíàòû â êî-
îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.
Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

rΨr′(r) = r′Ψr′(r),

ãäå Ψr′(r) åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ r′. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëå-
òâîðÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

Ψr′(r) = δ(r− r′),

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (2.5).
Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåïðåðûâåí, íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé îáëàäàåò ñâîéñòâàìè îðòîíîðìèðîâàííîñòè è ïîëíîòû:
∫

Ψ∗r′(r)Ψr′′(r) d3r =
∫

δ(r− r′)δ(r− r′′) d3r = δ(r′ − r′′);
∫

Ψ∗r(r1)Ψr(r2) d3r = δ(r1 − r2).

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è äðóãèì ñïîñîáîì: ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
îïåðàòîðà êîîðäèíàòû èùóòñÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, à ðåçóëüòàò
ïåðåâîäèòñÿ â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðåäëàãàåì ñäåëàòü ýòî ñà-
ìîñòîÿòåëüíî.
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Ïðèìåð 2.10. Íàéòè èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé
Ylm(θ, ϕ).
Ðåøåíèå. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ylm(θ, ϕ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíê-
öèÿìè îïåðàòîðà L̂2, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì }2l(l +1),
â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

L̂2Ylm(θ, ϕ) = }2l(l + 1)Ylm(θ, ϕ). (2.26)
Òàêîìó æå óðàâíåíèþ (2.26) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
è â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ.

Ñðàâíèì ïðåæäå âñåãî âèä äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò L̂i â ðàçëè÷íûõ
ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

L̂i =
∑

jk

εijkxj p̂k = −i}
∑

jk

εijkxj
∂

∂xk
.

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. òàáë. 2.1):

L̂i =
∑

jk

εijkx̂jpk = i}
∑

jk

εijk
∂

∂pj
pk = (εijj = 0; εijk = −εikj) =

= −i}
∑

jk

εikjpk
∂

∂pj
= (j À k) = −i}

∑

jk

εijkpj
∂

∂pk
.

Èòàê, â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ ñòðóêòóðà êîìïî-
íåíò L̂i èäåíòè÷íà. Îòìåòèì äàëåå, ÷òî [x̂i, p̂j ] = i}δij â ëþáîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè, è ïîýòîìó ñòðóêòóðà L̂2 è â êîîðäèíàòíîì, è â èìïóëüñíîì ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ îäèíàêîâà. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè L̂2 â èìïóëüñ-
íîì ïðåäñòàâëåíèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ylm(θp, ϕp).
Îòëè÷èå îò êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óãëû θp è
ϕp) òåïåðü çàäàþò íàïðàâëåíèå p, à íå r.

Çàìåòèì, ÷òî äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî áûëî áû ðåøèòü, âû÷èñëèâ ëèøü
ôóðüå-îáðàç Ylm(θ, ϕ), îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ýòîãî äåëàòü íå íóæíî. ¤

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (Ĥ − E)Ψ(r) = 0 â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè (çà áàçèñ êîòîðîãî âûáðàíû ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåêîòîðîãî ãà-
ìèëüòîíèàíà Ĥ0, îòëè÷íîãî îò Ĥ, ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè E

(0)
k ) èìååò

âèä ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-
íèÿ ïî áàçèñó:

∑
n

{〈
E

(0)
n′

∣∣∣ Ĥ
∣∣∣E(0)

n

〉
− δn′nE

}
C

E
(0)
n

= 0.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

det
∣∣∣
〈
E

(0)
n′

∣∣∣ Ĥ
∣∣∣E(0)

n

〉
− δn′nE

∣∣∣ = 0.

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü
(

p2

2m
− E

)
ΨE(p) +

∫
〈p|U |p′〉ΨE(p′) d3p′ = 0,

ãäå 〈p|U |p′〉 =
1

(2π})3

∫
exp

{
i

}
(p′ − p)r

}
U(r) d3r.

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò ÷àñòèö è â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðîì. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòîé ôóíêöèåé èìïóëüñà. Ïîýòîìó åå îïåðàòîð â êîîðäèíàò-
íîì ïðåäñòàâëåíèè òàêæå èìååò ïðîñòîé âèä. Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì,
ñîñòîÿùèõ èç ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ èì-
ïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, à åñëè èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, òî ýíåð-
ãåòè÷åñêîå.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

20. Ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (ìàññà � m, ÷àñòîòà � ω)
íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Íàéòè èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå
âîëíîâîé ôóíêöèè. (Îòâåò: cn(p) =

1√
2nn!p0

√
π

Hn(ξ)e−ξ2/2; ξ =
p

p0
;

p2
0 = m}ω; n = 0, 1, . . . ).
21. Ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: Ψ1 è Ψ2. Ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Ĥ èçâåñòíû: H11 = a; H22 = d; H12 = b;
H21 = c. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. (Îòâåò: E± =

1
2
(a + d±

√
(a− d)2 + 4bc)).

22∗. Çàïèñàòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì U(r) =
α

r
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

(Îòâåò:
(

p2

2m
− E

)
ΨE(p) +

∫
4πα

|p′ − p|2 ΨE(p′) d3p′ = 0.)
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Ãëàâà 3

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

3.1 Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëè-
æåíèè

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ñóùåñòâó-
åò ëèøü äëÿ âåñüìà îãðàíè÷åííîãî êðóãà ïîòåíöèàëîâ (îñöèëëÿòîðíûé,
êóëîíîâñêèé è íåêîòîðûå äðóãèå). Â áîëüøèíñòâå æå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ. Îäíàêî, äëÿ ñèëüíî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå, êîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áûñòðî îñöèëëè-
ðóåò (âñïîìíèì âèä âîëíîâûõ ôóíêöèé îñöèëëÿòîðà è àòîìà âîäîðîäà ñ
áîëüøèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè; ôàêòè÷åñêè îá ýòîì æå ãîâîðèòñÿ è â
îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìå), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âñå æå ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, åñëè èñ-
ïîëüçîâàòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Äëÿ äîñòàòî÷íî
âûñîêèõ è øèðîêèõ ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû âåëè-
÷èíà êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíà àíàëèòè÷å-
ñêè.

Â äàííîé ñèòóàöèè ñëåäóåò íåñêîëüêî èçìåíèòü ñàì ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñèëüíî âîçáóæäåííûå ñèñòåìû ïî
ñâîèì ñâîéñòâàì áëèçêè ê êëàññè÷åñêèì, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå êëàññè-
÷åñêîå äåéñòâèå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ïîñòîÿí-
íóþ Ïëàíêà }, êîòîðóþ òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëûé ïàðàìåòð.
Òåì íå ìåíåå, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä }→ 0 â ñàìîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà
ñìûñëà íå èìååò. Îí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ âîëíî-
âîé ôóíêöèè â âèäå

Ψ = exp
(

i

}
S

)

è ðàçëîæåíèåì äåéñòâèÿ S â ðÿä ïî ñòåïåíÿì }/i. Äàííûé ìåòîä íî-
ñèò íàçâàíèå êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, èëè ìåòîäà Âåíòöåëÿ �
Êðàìåðñà �Áðèëëþýíà (ÂÊÁ). Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì îäíîìåðíîé çàäà÷è, ò.ê. äëÿ íåå äàííûé ìåòîä ðàçðàáîòàí
íàèáîëåå ïîëíî.
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E â ïîëå U(x) ñ òî÷-
íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà }/i áóäåò èìåòü âèä

Ψ(x) =
C1√
p(x)

e
i
}

xR
p(x′) dx′ +

C2√
p(x)

e−
i
}

xR
p(x′) dx′ , E > U(x); (3.1)

Ψ(x) =
C ′1√
|p(x)| e

1
}

xR |p(x′)| dx′ +
C ′2√
|p(x)| e

− 1
}

xR |p(x′)| dx′ , E < U(x), (3.2)

ãäå

p(x) =
√

2µ(E − U(x))− (3.3)

êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ1 ÷àñòèöû; µ � ìàññà ÷àñòèöû; C1, C2, C ′1, C ′2 �
ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Èç-çà ñïåöèôè÷åñêîé
ñòðóêòóðû ôóíêöèè (3.1) äàííûé ìåòîä èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäîì ôàçî-
âûõ èíòåãðàëîâ. Ãëàâíîå åãî ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íàõî-
æäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé íå òðåáóåòñÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà, äàþùåå îñíîâíóþ ïîãðåøíîñòü â ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òîâ. Ïðè ýòîì ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè äëÿ äîñòà-
òî÷íî øèðîêîãî êëàññà ïîòåíöèàëîâ.

Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

p2 À }
∣∣∣∣
dp

dx

∣∣∣∣ , λ
1
k

∣∣∣∣
dk

dx

∣∣∣∣ ¿ 1, (3.4)

ãäå p = p(x), k = k(x) = p(x)/}, λ = 2π/k � äå-áðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû.
Óñëîâèÿì (3.4) ìîæíî ïðèäàòü è äðóãóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâ-

êó:
∣∣∣∣
dλ

dx

∣∣∣∣ ¿ 1, (3.5)

ò.å. îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå âîëíîâîãî ÷èñëà íà ïðîòÿæåíèè äå-
áðîéëåâñêîé äëèííû âîëíû äîëæíî áûòü ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.
Ïðîèçâîäíóþ dλ/dx ìîæíî îöåíèòü ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû êàê λ/d, ãäå
d � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè äâèæåíèÿ, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (3.5)
ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ λ ¿ d.
Ïðèìåð 3.1. Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ U(x) äëÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ?

1Ýòî ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, è åå íåëüçÿ ïóòàòü ñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà.
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Ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ (3.3) â (3.4) è îïóñêàÿ íåñóùåñòâåííûå äëÿ (3.4)
áåçðàçìåðíûå ìíîæèòåëè ïîðÿäêà åäèíèöû, ïîëó÷àåì:

∣∣∣∣
dU

dx

∣∣∣∣ ¿
|p|3
µ}

, (3.6)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî â ñëó÷àå äâèæåíèÿ
ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè èìïóëüñàìè, ïðè÷åì êëàññè÷åñêàÿ ñèëà F =
|dU/dx|, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, äîëæíà áûòü íå î÷åíü áîëüøîé. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äîëæíà èçìåíÿòüñÿ äîñòàòî÷íî ìàëî
íà ïðîòÿæåíèè äå-áðîéëåâñêîé äëèíû âîëíû. ¤

Èç óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (3.4) ñëå-
äóåò, ÷òî ýêñïîíåíòû, ôèãóðèðóþùèå â (3.1), (3.2), ÿâëÿþòñÿ áûñòðî ìå-
íÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, â òî âðåìÿ êàê ïðåäýêñïîíåíöèàëü-
íûå ìíîæèòåëè èçìåíÿþòñÿ ìåäëåííî. Ïîýòîìó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè
ôóíêöèè Ψ(x) ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê êîíñòàíòû.

Õàðàêòåð ïîëó÷åííîé âîëíîâîé

Ðèñ. 3.1:

ôóíêöèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíàêà
ðàçíîñòè E − U(x). Â òàê íàçûâàåìîé
êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè, ãäå
E > U(x), èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ âåùå-
ñòâåííûì. Ïðè ýòîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
îñöèëëèðóåò. Ñîâåðøåííî èíàÿ ñè-
òóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â êëàññè÷åñêè
íåäîñòóïíîé îáëàñòè, ãäå E < U(x).
Çäåñü èìïóëüñ ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì, à
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä ñóïåðïîçè-
öèè äâóõ ýêñïîíåíò. Íà ðèñ. 3.1 (÷àñòèöà
ñ ýíåðãèåé E íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå) îáëàñòü II (a < x < b)
ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé, à îáëàñòè I è III (x < a, x > b) �
êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíûìè.

Ãðàíèöû êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè íàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè
òî÷êàìè ïîâîðîòà. Èõ êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

U(x) = E. (3.7)

Òî÷êà ïîâîðîòà íàçûâàåòñÿ ëåâîé (ïðàâîé), åñëè êëàññè÷åñêè äîñòóïíàÿ
îáëàñòü íàõîäèòñÿ ñïðàâà (ñëåâà) îò íåå. Íà ðèñ. 3.1 òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ
ëåâîé, à òî÷êà b � ïðàâîé êëàññè÷åñêèìè òî÷êàìè ïîâîðîòà.

Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå êâàçèêëàññè÷åñêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé
âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíà ñâÿçü îñöèëëèðóþùåãî ðå-
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øåíèÿ (3.1) ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì (3.2) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè ïîâîðî-
òà, ò.å. ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè C1, C2, C ′1, C ′2. Îäíàêî äëÿ ïðàâèëüíîé
òî÷êè ïîâîðîòà îáû÷íàÿ ïðîöåäóðà ñøèâàíèÿ ôóíêöèé, çàêëþ÷àþùàÿñÿ
â ïðèðàâíèâàíèè èõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ â ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ,
ÿâëÿåòñÿ íåçàêîííîé, ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè óñëîâèÿ ïðè-
ìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (3.4)�(3.6) íå âûïîëíÿþòñÿ
(p = 0). Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå ôîðìóëû ñîïðÿæåíèÿ.

Äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E, íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð), âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà óáûâàòü ïðè x → ±∞
(ðèñ. 3.1, îáëàñòè I, III). Ïðè ýòîì ñâÿçü ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåãî
ðåøåíèÿ â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè ñ ðåøåíèåì â êëàññè÷åñêè
ðàçðåøåííîé îáëàñòè äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé ñî-
ïðÿæåíèÿ:

C√
|p(x)| exp


−1
}

∣∣∣∣∣∣

x∫

a

|p(x′)| dx′

∣∣∣∣∣∣


 → 2C√

p(x)
cos


1
}

x∫

a

p(x′) dx′ − π

4




U(x) > E U(x) < E

(3.8)

Ôîðîìóëà ñîïðÿæåíèÿ (3.8) çàïèñàíà â âèäå, íå çàâèñÿùåì îò òîãî, ñ
êàêîé ñòîðîíû îò òî÷êè ïîâîðîòà (òî÷êà a) ëåæèò êëàññè÷åñêè íåäîñòóï-
íàÿ îáëàñòü äâèæåíèÿ. Òàê, îíà ïðèìåíèìà íåïîñðåäñòâåííî êàê ê ëåâîé
òî÷êå ïîâîðîòà a, òàê è ê ïðàâîé òî÷êå ïîâîðîòà b (ðèñ. 3.1) ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé çàìåíîé a → b è π

4
→ −π

4
. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü î òîì, ÷òî

ïðè óãëóáëåíèè â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíóþ îáëàñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
äîëæíà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü.

3.2 Ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñîïðÿæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå, îïðåäåëÿþ-
ùåå â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè ïîëîæåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé äèñêðåòíîãî
ñïåêòðà (ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà).
Ïðèìåð 3.2. Ïîëó÷èòü ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà äëÿ
ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 3.1.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îáå òî÷êè ïîâîðîòà ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè, çàïè-
øåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè âîçëå êàæäîé
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èç ýòèõ òî÷åê, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé ñîïðÿæåíèÿ (3.8):

Ψa(x) =
Ca√
p(x)

cos


1
}

x∫

a

p(x′) dx′ − π

4


 , (3.9)

Ψb(x) =
Cb√
p(x)

cos


1
}

x∫

b

p(x′) dx′ +
π

4


 , (3.10)

ãäå Ca è Cb � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
Â ëþáîé òî÷êå x êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè (a < x < b), äî-

ñòàòî÷íî óäàëåííîé îò òî÷åê ïîâîðîòà, ôóíêöèè Ψa(x) è Ψb(x) äîëæíû
ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà, ò.å. íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü èõ ëîãàðèôìè÷åñêèå
ïðîèçâîäíûå. Ïîìíÿ î òîì, ÷òî ìíîæèòåëè ïåðåä êîñèíóñàìè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êîíñòàíòû, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷à-
åì:

tg


1
}

x∫

a

p(x′) dx′ − π

4


 = tg


1
}

x∫

b

p(x′) dx′ +
π

4


 . (3.11)

Äëÿ òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (3.11) àðãóìåíòû òàíãåí-
ñîâ äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ íà öåëîå ÷èñëî π:

b∫

a

p(x) dx = π}
(

n +
1
2

)
, n = 0, 1, . . . (3.12)

Îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ n èñêëþ÷åíû èç-çà òîãî, ÷òî â êëàññè÷åñêè ðàç-
ðåøåííîé îáëàñòè, êàê ìîæíî âèäåòü èç (3.3), p(x) > 0.

Âûðàæåíèå (3.12) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì êâàíòîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ
óðîâíåé â 1-ìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Êîîðäèíàòû ïðåäåëîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ a è b (òî÷åê ïîâîðîòà) � ôóíêöèè ýíåðãèè E, êîòîðûå çàäàþòñÿ
íåÿâíî óðàâíåíèåì (3.7). Êëàññè÷åñêèé èìïóëüñ p(x) òàêæå çàâèñèò îò
ýíåðãèè, êàê îò ïàðàìåòðà (ñì. (3.3)). Ïîýòîìó âûðàæåíèå (3.12) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé â îáùåì ñëó÷àå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
ýíåðãèè E ñ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ïàðàìåòðîì n. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøå-
íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n è äàåò çíà÷åíèå ýíåðãèè
n-ãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì âû-
ïîëíÿåòñÿ îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ n-ãî âîçáóæäåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ âíóòðè ïîòåíöèàëüíîé ÿìû îáðàùàåòñÿ â íóëü ðîâíî n
ðàç. ¤
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Ôàêòè÷åñêè ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ (3.12) ïðèìåíèìî ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ n. Äåéñòâèòåëüíî,

n ∼ 1
}

b∫

a

p(x) dx =

b∫

a

dx

λ
∼ d

λ
À 1,

ò.ê. â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äå-áðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû çíà-
÷èòåëüíî ìåíüøå ðàçìåðîâ îáëàñòè äâèæåíèÿ.
Ïðèìåð 3.3. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà, ïî-
ëó÷èòü äëÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé µ è ÷àñòî-
òîé ω ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð.
Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà

U(x) =
1
2
µω2x2.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ (3.3) è (3.7), çàïèñûâàåì â ÿâíîì âèäå êëàññè÷åñêèé
èìïóëüñ è êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâîðîòà ïðè çàäàííîé ïîëíîé ýíåðãèè E:

p(x) =

√
2µ

(
E − 1

2
µω2x2

)
; (3.13)

b =

√
2E

µω2
, a = −b. (3.14)

Ôàçîâûé èíòåãàë â ëåâîé ÷àñòè (3.12) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîäûíòåãàëüíîé
ôóíêöèåé (3.13) è ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ (3.14). Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü

p(x) è äåëàÿ çàìåíó
√

µω2

2E
x = sin v, èìååì:

J =

b∫

a

p(x) dx =
√

8µE

b∫

0

√
1− µω2

2E
x2 dx =

4E

ω

π/2∫

0

cos2 v dv =
πE

ω
.

Ïðèðàâíèâàÿ âû÷èñëåííûé èíòåãðàë π}
(

n +
1
2

)
, ïîëó÷àåì ýíåðãåòè÷å-

ñêèé ñïåêòð îñöèëëÿòîðà â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè:

En = }ω
(

n +
1
2

)
, n = 0, 1, . . .
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Èíòåðåñíî, ÷òî â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ òî÷íûì,
õîòÿ ôàêòè÷åñêè ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà ñïðàâåäëèâî
ëèøü äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ óðîâíåé (n À 1). ¤

Ïðèìåð 3.4. Ïîëó÷èòü ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà äâèæåíèå ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åíî íåïðîíèöàåìîé
ñòåíêîé.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ÷àñòèöà íå ìîæåò ïðîíèêàòü â îá-
ëàñòü x > b, ò.å. U(x) = ∞ ïðè x > b (ñì. ðèñ. 3.3), è çäåñü âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ Ψ(x) ≡ 0. Îíà òàêæå äîëæíà îáðàòèòüñÿ â íóëü è íà ãðàíèöå
ïðè x = b (ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíê-
öèè):

Ψ(b) = 0. (3.15)

Ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ â ôîðìå (3.12) íå ó÷èòûâàåò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(3.15), ïîñêîëüêó gðè åãî âûâîäå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
äîëæíà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü â îáëàñòè x > b.

×òîáû îáîáùèòü ïðàâèëî êâàíòîâà-

Ðèñ. 3.3:

íèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñîïðÿæå-
íèÿ (3.9) äëÿ òî÷êè ïîâîðîòà a. Äëÿ
òî÷êè ïîâîðîòà b ôîðìóëà ñîïðÿæåíèÿ
(3.10) íåïðèìåíèìà, ïîñêîëüêó â êëàñ-
ñè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè ïðè äîñòà-
òî÷íî âûñîêîé ýíåðãèè äâèæåíèå êâàçè-
êëàññè÷íî âñþäó âïëîòü äî òî÷êè b. Ïî-
òðåáóåì äëÿ ôóíêöèè (3.9) âûïîëíåíèÿ
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.15), ò.å., ïîëàãàÿ
x = b, ïðèðàâíÿåì àðãóìåíò êîñèíóñà âå-
ëè÷èíå π

2
+πn (n � öåëîå). Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè íåïðîíèöàåìîé ñòåíêè:
b∫

a

p(x) dx = π}
(

n +
3
4

)
, n = 0, 1, . . .

(êàê è ðàíåå, íà÷àëî îòñ÷åòà n âûáðàíî ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-
ëåííîñòè p(x) â êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè).

Òàêèì æå áóäåò ðåçóëüòàò è ïðè íàëè÷èè ñòåíêè â òî÷êå a (ïðè ýòîì
òî÷êà b ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿåòñÿ îñöèëëÿ-
öèîííàÿ òåîðåìà. Ðåêîìåíäóåì ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü äàííûå óòâåð-
æäåíèÿ. ¤
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Çàìåòèì, ÷òî, xîòÿ ìåòîä ÂÊÁ è èñïîëüçóåò ìàëîñòü ïàðàìåòðà }, â
åãî ðàìêàõ ôîðìàëüíûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì } → 0 óðàâíåíèå Øðå-
äèíãåðà íå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèÿì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè (íàïðèìåð, ê
óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà), ïîäîáíî òîìó, êàê íåðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíå-
íèÿ ìåõàíèêè ïîëó÷àþòñÿ èç ðåëÿòèâèñòñêèõ ôîðìàëüíûì ïåðåõîäîì ê
ïðåäåëó c → ∞ (c � ñêîðîñòü ñâåòà). Çäåñü òðåáóþòñÿ èíûå ïîäõîäû è
ñïåöèàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

23. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ÷àñòèöû ñ ìàññîé µ, ñîâåðøàþùåé îäíîìåðíîå
äâèæåíèå â ïîëå U(x) = F |x| (ïàðàìåòðF > 0). (Îòâåò: En =

1
2µ

1/3

[
3
2
Fπ}

(
n +

1
2

)]2/3

, n = 0, 1, . . . )

24. ×àñòèöà ìàññû µ âåðòèêàëüíî ïàäàåò íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëàñòèíó
è óïðóãî îòðàæàåòñÿ îò íåå. Ñ êâàçèêëàññè÷åñêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü
óðîâíè ýíåðãèè è äîïóñòèìûå ìàêñèìàëüíûå âûñîòû.

(Îòâåò: En =
1
2
(9g2µ)

1/3

[
π}

(
n +

3
4

)]2/3

, h(max)
n =

En

µg
, n = 0, 1, . . . , ãäå

g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.)
25. Îáîáùèòü ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà�Çîììåðôåëüäà äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà äâèæåíèå ñ äâóõ ñòîðîí îãðàíè÷åíî íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè â òî÷-
êàõ a è b (a < b, ñì. ðèñ. 3.3). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåòü äâèæåíèå
÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû L ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè
è ïëîñêèì äíîì:

U(x) =

{
0, 0 < x < L

+∞, x < 0, x > L.

Ñðàâíèòü ðåçóëüòàò êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ýíåðãåòè÷åñêîãî
ñïåêòðà ñ òî÷íûì.
Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (3.1).

(Îòâåò:
b∫

a

p(x) dx = π}n, n = 1, 2, . . . En =
π2}2n2

2µL2
.)
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26∗. Îïðåäåëèòü â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè óðîâíè ýíåðãèè ÷à-
ñòèöû ìàññû µ â ìîäèôèöèðîâàííîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå Ïåøëÿ�Òåëëåðà:

U(x) = − U0

ch2 x
α

, U0 > 0,

ãäå U0 > 0 è α > 0 � ïàðàìåòðû. Ñðàâíèòü êâàçèêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò
ñ òî÷íûì.
Óêàçàíèå: Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó E.

(Îòâåò: En = − }2

2µα2

[√
2µα2U0

}2
−

(
n +

1
2

)]2

, n = 0, 1, . . . )

3.3 Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ïîòåíöè-
àëüíûé áàðüåð

Íà ðèñ. 3.4 ïîêàçàí ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð. Â îòëè÷èå îò ÿìû, çäåñü êëàñ-
ñè÷åñêè äîñòóïíûìè ÿâëÿþòñÿ îáëàñòè I (x < a) è III (x > b), ãäå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà îñöèëëèðóåò. Â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè
II (a < x < b) ðåøåíèå ñîäåðæèò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùóþ è ýêñïîíåí-
öèàëüíî óáûâàþùóþ êîìïîíåíòû. Äëÿ êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ÷à-
ñòèö ñ çàäàííîé ýíåðãèåé 0 < E < Um ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð U(x)
â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ
ôîðìóëà, íå òðåáóþùàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:

D = D0 exp



−

2
}

b∫

a

|p(x)| dx



 . (3.16)

Êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ ìíîæèòåëÿ D0 çàâèñèò îò âèäà ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè, õàðàêòåðà òî÷åê ïîâîðîòà è ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþ-
ùåéñÿ ôóíêöèåé ýíåðãèè E. Ýêñïîíåíöèàëüíûé æå ìíîæèòåëü, íàîáîðîò,
ÿâëÿåòñÿ áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ýíåðãèè, è âî âñåõ çàäà÷àõ äàí-
íîãî ðàçäåëà òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü èìåííî åãî ìíîæèòåëü. Óñëîâèå ïðè-
ìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ (3.6) ñóùåñòâåííî òðåáóåò ïîäáàðüåðíîãî
çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèö (E < U0) è äîñòàòî÷íî áîëüøîé øèðèíû áàðüå-
ðà. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ áóäåò ìàë (D ¿ 1).
Ïðèìåð 3.5. Íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè (ñ òî÷íîñòüþ
äî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ) êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö

42



ñ ìàññîé µ è ýíåðãèåé E ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð U(x) = U0e
−|x|/x0 ,

ãäå U0 > 0 è x0 > 0 � ïàðàìåòðû.
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì èíòåãðàë â ïîêàçà-

Ðèñ. 3.4:

òåëå ýêñïîíåíòû â ôîðìóëå äëÿ êîýô-
ôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ (3.16). Ñ ó÷åòîì
÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè è
êóñî÷íî-ãëàäêîãî ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèàëà
ïîëó÷àåì:

J ≡
b∫

a

|p(x)| dx = 2
√

2µE

b∫

0

√
U0

E
e−x/x0 − 1 dx,

ãäå a è b � òî÷êè ïîâîðîòà; b = x0 ln
U0

E
,

a = −b. Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì çàìåíû ïåðåìåííîé:
√

U0

E
e−x/x0 − 1 = y, dx = − 2yx0

y2 + 1
dy;

J = 4x0

√
2µE

q
U0
E −1∫

0

y2 dy

y2 + 1
= 4x0

√
2µE

q
U0
E −1∫

0

(
1− 1

1 + y2

)
dy =

= 4x0

√
2µE

(√
U0

E
− 1− arctg

√
U0

E
− 1

)
.

Ïðè çàìåíå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ó÷òåíî, ÷òî y(b) = 0. Êîýôôèöèåíò
ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç áàðüåð îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.16):

D = D0 exp

{
−8x0

√
2µE

}

(√
U0

E
− 1− arctg

√
U0

E
− 1

)}
.

Äàííàÿ ôîðìóëà ïðèìåíèìà ïðè U0 À E. ¤
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

27. Íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû ìàññû µ ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(x) =

{
U0 > 0, 0 6 x 6 a,

0, x < 0, x > a.

Êâàçèêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñðàâíèòü ñ òî÷íûì.
(Îòâåò: D = D0 exp

{
−2a

}
√

2µ(U0 − E)
}
.)

28. Íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû ìàññû µ ÷åðåç ïàðàáîëè÷åñêèé áàðüåð

U(x) =

{
U0

(
1− x2

a2

)
, |x| 6 a,

0, |x| > a.

(Îòâåò: D = D0 exp
{
−πa

}
(U0 − E)

√
2µ

U0

}
.)

29. Íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû ìàññû µ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(x) =

{
F (a− |x|), |x| 6 a, F > 0,

0, |x| > a.

(F è a � ïàðàìåòðû).
(Îòâåò: D = D0 exp

{
−8
√

2µ

3}F
(Fa− E)

3/2

}
.)

30. Õîëîäíîå âûðûâàíèå ýëåêòðîíîâ ñ ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêèì ïîëåì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â îòñóò-
ñòâèè ïîëÿ ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ â ïîòåíöèàëå, èìåþùåì �ñòóïåíüêó� íà
ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà (ðèñ. 3.5à). Îíè ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì íå ìîãóò óé-
òè ñ ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà. Îäíàêî, ïðè íàëîæåíèè âíåøíåãî ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè E ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âíå ïðîâîä-
íèêà ïðèîáðåòàåò �ñêîñ�. Åñëè ïîëå íàïðàâëåíî ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäíèêà, òî îáðàçóåòñÿ ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð (ðèñ. 3.5á ):

U(x) =

{
0, x < 0,

U0 − eEx, x > 0,
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Ðèñ. 3.5:

ãäå U0 � âûñîòà �ñòóïåíüêè�, e � çàðÿä ýëåêòðîíà. Ýëåêòðîí, èìåÿ ðàáîòó
âûõîäà eϕ0, òóííåëèðóåò ÷åðåç ýòîò áàðüåð. Íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè âåðîÿòíîñòü âûðûâàíèÿ ýëåêòðîíà. Çàïèñàòü óñëîâèå ïðè-
ìåíèìîñòè êâàçèêëàññèêè.
(Îòâåò: D = D0 exp

{
−4

3

√
2µeϕ3

0

}E

}
; E ¿

√
µeϕ3

0

}
.)

31. Ïðè α-ðàñïàäå, ñîãëàñíî òåîðèè Ãàìîâà, α-÷àñòèöà òóííåëèðóåò ÷åðåç
ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(r) =

{
−U0, r < R, U0 > 0,

2e2Z/r, r > R,

ãäå U0 è R � ãëóáèíà è ðàäèóñ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (ðèñ. 3.6), Ze � çàðÿä
äî÷åðíåãî ÿäðà. Ýòîò áàðüåð îáðàçîâàí ñèëàìè ÿäåðíîãî ïðèòÿæåíèÿ ïðè
r < R è êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ïðè r > R. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðè-
áëèæåíèè íàéòè âåðîÿòíîñòü âûëåòà α-÷àñòèöû â s-ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé
E > 0 èç ÿäðà. Çàïèñàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññèêè.
(Îòâåò:

D = D0 exp

{
−Ze2

}

√
2µ

E

[
arctg Φ +

ER

2Ze2

(
1− ER

Ze2

)
Φ

]}
,

ãäå Φ =

√
2Ze2

ER
− 1, µ � ìàññà α-÷àñòèöû;

(
}2Z2e4

R4µ

)1/3

¿
(

2Ze2

R
− E

)
.)
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Ðèñ. 3.6:

32. Íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ
÷àñòèöû ìàññû µ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

U(x) =
U0

ch2 x
a

, U0 > 0

(U0 è a �ïàðàìåòðû). Ñðàâíèòü êâàçèêëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñ òî÷íûì.

(Îòâåò: D = D0 exp

{
−

√
8µa2E

}

(√
U0

E
− 1

)}
.)
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