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П р едисло вие 

На сто ящ е е  по со б и е  пр е дна зна ч е но  для студе нто в-ф и зико в все х спе ци -
а льно сте й. Оно  со ста вле но  в со о тве тствии  с пр о гр а ммо й М и нвуза  РФ  по  кур -
су «Ква нто ва я ме ха ника ». П о со б и е  вклю ч а е т ше сть р а зде ло в, со де р жа щ их 
о сно вны е  те о р е ти ч е ски е  по ло же ния вво дно й ч а сти  кур са , а  та кже  ме то ди ч е -
ски е  ука за ния к р е ше нию  за да ч . 

Кажды й р а зде л на ч ина е тся с кр а тко го  те о р е ти ч е ско го  вве де ния, в ко то -
р о м пр иве де ны  о сно вны е  по ло же ния те мы , да ле е  по др о б но  р а зб и р а ю тся не -
ско лько  типо вы х за да ч , пр иво дится б о льшо е  ко ли ч е ство  за да ч  р а зли ч но й 
сте пе ни  сло жно сти  для са мо сто яте льно го  р е ше ния. 
                                           
                                  
 
 
 
Осно вны е  ф и зи ч е ски е  ко нста нты , не о б хо димы е  пр и  р е ше ни и  за да ч : 

по сто янна я П ла нка                       341,054 10−= ⋅h  Дж·с 
ма сса  эле ктр о на                            31m 9,11 10−= ⋅  кг 
б о р о вский р а диус                        2 2 10

0a / me 0,529 10−= = ⋅h  м 
за р яд эле ктр о на                            19e 1,6 10−= ⋅  Кл 
1 эВ 191,6 10−= ⋅  Дж 
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1. Во лно в а я функция. Опер а т о р ы 

Со сто яни е  систе мы  (ч а стицы ) в ква нто во й ме ха нике  о пр е де ляе тся во лно -
во й ф ункци е й ) t,r( r

ψ , являю щ е йся ф ункци е й ко о р ди нат и  вр е ме ни . Ф изи ч е -
ский смы сл пр и  это м име е т не  са ма  во лно ва я ф ункция, а  ве ли ч ина  2|  (r ,  t) |ψ

r
, 

пр е дста вляю щ а я ве р о ятно сть на йти  ч а стицу в эле ме нте  о б ъе ма  dV  в о кр е ст-
но сти  то ч ки  rr  в мо ме нт вр е ме ни  t , т.е . 

                                       2 dW (r, t)  |  (r, t) | dV= ψ
r r .                                           (1)       

Инте гр и р о ва ни е  (1) по  все му пр о стр а нству на  о сно ва ни и  те о р е мы  сло же ния 
ве р о ятно сте й до лжно  да ть ве р о ятно сть до сто ве р но го  со б ы тия, т.е . 1: 
                                             2 |   (r, t) | dV 1ψ =∫

r .                                             (2)                          
Это  усло ви е  на зы ва е тся но р ми р о вко й, а  ф ункция ) t,r( r

ψ , удо вле тво р яю щ а я 
е му, —  но р ми р о ва нно й. 

Во лно ва я ф ункция до лжна  удо вле тво р ять та к на зы ва е мы м "ста нда р т-
ны м" усло виям, т.е . б ы ть о дно зна ч но й, не пр е р ы вно й и  ко не ч но й во  все х то ч -
ках пр о стр а нства . 

Для то го  ч то б ы  устр а нить пр о тиво р е ч и е  ме жду ко р пускуляр ны м и  во л-
но вы м о писа ни е м явле ний, о ка за ло сь не о б хо димы м вве сти  спе ци а льны й по -
стулат, та к на зы ва е мы й пр инцип супе р по зици и : е сли  ква нто ва я систе ма  (ч а с-
тица ) мо же т нахо диться в со сто яниях, о писы ва е мы х во лно вы ми  ф ункциями  

1ψ ,  2ψ , K  nψ , то  их лине йна я ко мб ина ция (супе р по зи ция) 

                                                  n n
n

 aψ = ψ∑                                                           

та кже  являе тся во лно во й ф ункци е й, о пи сы ва ю щ е й во змо жно е  со сто яни е  сис-
те мы . Зде сь na  —  пр о изво льны е  по сто янны е . 

П р инцип супе р по зици и  вскр ы ва е т мате мати ч е скую  пр и р о ду ква нто во го  
со сто яния, о н ука зы ва е т на  то , ч то  со сто яни е  систе мы  до лжно  о писы ва ться 
не ко то р ы м ве кто р о м —  ве кто р о м со сто яния, являю щ имся эле ме нто м лине й-
но го  пр о стр а нства . 

П р и  это м мо жно  р а ссма тр ивать о пе р а ци ю  пе р е хо да  о т о дно го  ве кто р а  
со сто яния (во лно во й ф ункци и ) к др уго му ве кто р у со сто яния. Симво ли ч е ски  
эту о пе р а цию  мо жно  пр е дста вить ка к р е зультат де йствия на  ψ  не ко то р о го  
о пе р а то р а : 
                                                     '€Lψ = ψ .                                                              

Опе р а то р о м на зы ва е тся со во купно сть мате ма ти ч е ских де йствий, по зво ляю -
щ их по луч ить из да нно й ф ункци и  др угую  ф ункцию . 
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Алге б р а  о пе р а то р о в 

1. Опе р ато р  C€  на зы ва е тся суммо й о пе р а то р о в C€  и  B€ )B€A€C€ ( += , е сли  для 
пр о изво льно й ф ункци и  ψ  вы по лняе тся со о тно ше ни е : 

                                                 € € €C A Bψ = ψ + ψ . 

2. Опе р а то р  C€  на зы ва е тся пр о изве де ни е м двух о пе р а то р о в A€  и  B€  
€ € €( C A B)= , е сли  вы по лняе тся р а ве нство : 

                                                        € € €C A(B )ψ = ψ , 

где  ψ  —  пр о изво льна я ф ункци я. Сна ч а ла  де йствуе т о пе р а то р , сто ящ ий б ли -
же  к ф ункци и  ψ , а  зате м на  это т р е зультат де йствуе т о пе р а то р  A€ . 

В о б щ е м случ а е  € €€ €A B BA≠ , т.е . € €€ €A B BA 0− ≠ . Е сли  вы по лняе тся р а ве нст-

во  € €€ €A B BA =0− , то  о пе р а то р ы  A€  и  B€  на зы ва ю т ко ммутир ую щ ими , в пр о -
тивно м случ а е  —  не ко ммути р ую щ ими . Опе р ато р  € € €€ € €A B BA [A, B]− =  на зы ва -
е тся ко ммутато р о м о пе р а то р о в A€  и  B€ . Оч е видно , ч то  вы по лняе тся р а ве нство  

]A€,B€[]B€,A€[ −= . 
3. Опе р а то р  A€  на зы ва е тся е дини ч ны м  ) 1A€( = , е сли  пр и  е го  де йствии  на  
пр о изво льную  ф ункцию  ψ  вы по лняе тся со о тно ше ни е : 

                                                               €Aψ = ψ . 

4. Два  о пе р а то р а  на зы ва ю тся р а вны ми  )B€A€ ( = , е сли  для пр о изво льно й 
ф ункци и  ψ  име е т ме сто  со о тно ше ни е : 

                                                            € €A Bψ = ψ . 

5. Опе р ато р  A€  на зы ва е тся нуле вы м ) 0A€( = , е сли  р е зульта т е го  де йствия на  
пр о изво льную  ф ункцию  ψ  е сть 0: 
                                                            €A 0ψ = . 
6. Де йствите льна я це ла я по ло жите льна я сте пе нь n о пе р а то р а  A€  о пр е де ляе тся 
со о тно ше ни е м: 

                                                   n

n р а з

€ € € €A A A Aψ = ⋅ ⋅ ⋅ ψK14243 . 

В ква нто во й ме ха нике  каждо й ф и зи ч е ско й (на б лю да е мо й) ве ли ч и не  ста -
вится в со о тве тстви е  не ко то р ы й о пе р а то р  F€. П р и  это м зна ни е  но р ми -
р о ва нно й во лно во й ф ункци и  ) t,r( r

ψ  не ко то р о го  со сто яния по зво ляе т вы ч ис-
лить ср е дне е  зна ч е ни е  ко о р динаты , импульса  и  др угих ф и зи ч е ских ве ли ч ин в 
это м со сто яни и : 

                                                  * €F (r, t) F  (r,t) dV< > = ψ ψ∫
r r .                              (3)         
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Опе р ато р ы  ф и зи ч е ских ве ли ч ин до лжны  б ы ть лине йны ми  (ч то б ы  вы -
по лнялся пр инцип супе р по зици и ) и  са мо со пр яже нны ми  (эр мито вы ми ). Э р -
мито во сть не о б хо дима  для то го , ч то б ы  ср е дни е  зна ч е ния ф и зи ч е ских ве ли -
ч и н, со о тве тствую щ и е  этим о пе р а то р а м, б ы ли  де йствите льны ми . Усло ви е  
са мо со пр яже нно сти  (эр мито во сти ) име е т вид: 

                                               * * *
1 2 2 1
€ € F dV F dVψ ψ = ψ ψ∫ ∫ . 

Ф ункции  1ψ  и  2ψ  до лжны  удо вле тво р ять ста нда р тны м усло виям. 

П р иве де м вид о пе р а то р о в о сно вны х ф и зи ч е ских ве ли ч и н. 

1. Опе р ато р  ко о р дина ты : rr€ rr
= . Он со впа да е т со  зна ч е ни е м ко о р динаты , е го  

де йстви е  на  ф ункцию  сво дится к о б ы ч но му умно же нию  это й ф ункци и  на  ко -
о р дина ту. 

2. Опе р ато р  импульса : €p  ( )i i i j k
x y z

∂ ∂ ∂
= − ∇ = − + +

∂ ∂ ∂

rr r rr
h h  —  ве кто р ны й о пе -

р а то р , име ю щ ий пр о е кци и : 

        x y z€ € €p  x ;    p  y;   p  z ,i i i= − ∂ ∂ = − ∂ ∂ = − ∂ ∂h h h  и   2 2 2 2
x y z

€ € € €p  p p p= + +
r . 

3. Опе р ато р  мо ме нта  ко ли ч е ства  движе ния [ ]p€r€L€ rrr
×=  —  ве кто р ны й о пе р а то р , 

пр о е кци и  ко то р о го  мо гут б ы ть по луч е ны  из о пр е де лите ля: 

                                              

x y z

€L= x y z

€ € €p p p

i j k
rr r

r
; 

x z y
€ € €L y p z p= − ;  y x z

€ € €L z p x p= − ;   xyz p€y p€ x L€ −= ;  2 2 2 2
x y z

€ € € €L L L L= + + ; 

в сф е р и ч е ско й и ли  цилиндр и ч е ско й систе мах ко о р динат  z
€L  .i= − ∂ ∂ϕh   

4. Опе р ато р  кине ти ч е ско й эне р ги и  2€€T p 2m=
r  или   

  
2 2 2 2 2

2 2 2 2
x y z 2 2 2

1€ € € €T (p p p )  ( )
2m 2m 2m x y z

∂ ∂ ∂
= + + = − ∇ = − + +

∂ ∂ ∂
h h . 

5. Опе р а то р  по те нци а льно й эне р гии  ) r U( r  —  ска ляр ны й о пе р а то р , со впа -
да ю щ ий со  сво им зна ч е ни е м. 

6. Опе р ато р  по лно й эне р гии  H€  (гамильто ни а н) )rU(T€H€ r
+= . 

                                                 
2

2€H  U(r)
2m

= − ∇ +
rh . 
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П р иве де м ко ммута ци о нны е  со о тно ше ни я ме жду о пе р а то р а ми  о сно вны х ф и -
зи ч е ских ве ли ч ин (инде ксы  i, j, k пр инима ю т зна ч е ния 1, 2, 3 и  со о тве тству-
ю т пр о е кциям x, y, z в де ка р то во й систе ме  ко о р дина т): 

i j[r , r ] 0 ;=       i j€ €[p , p ] 0 ;=          2
i
€ €[L ,L ] 0= ;          i j[r ,  ;€p ] iji= δh    

i j ijk k
€[r , L ] r  ;i= εh         i j ijk k

€€ €[p , L ] pi= εh ;              i j ijk k
€ € €[L ,L ] Li= εh . 

Зде сь ijkε  —  е дини ч ны й а нтисимме тр и ч ны й те нзо р  3 р а нга ; 

ijk

  0, е сли  со впа да ю т 2 или  все 3 инде кса  i,j,k ; 
   1,  е сли  инде ксы   i, j, k пр и  ч е тно й пе р е ста но вке  пр ихо дят к
        по сле до вате льно сти  1,2,3;  

1,  е сли  инде ксы   i, j, k пр и   не ч е тно й пе р е ста но вке
ε =

−  пр ихо дят к 
       по сле до ва те льно сти  1,2,3 .









 

Ра ссмо тр им пр име р ы . 
П р име р  1. Вы ч ислить ко ммутато р  о пе р а то р о в ко о р дина ты  x и  ки не ти ч е ско й 
эне р гии  €T . 
Р еш ение. 

2
2 2 2 2 2 2
x y z x y z

€p 1 1€ € € € € € €[x, T] [ x, ] [x, (p p p )] ([x, p ] [x, p ] [x, p ])
2m 2m 2m

= = + + = + + =
r

2
x

1 €[ x, p ]
2m

= , та к ка к 2 2
y z€ €[x, p ] [x, p ] 0= = . 

П о де йствуе м о пе р а то р о м 2
x€[x, p ]  на  пр о изво льную  ф ункцию  (x)ϕ : 

2
x€[x, p ] 

2 2
2 2 2
x x 2 2

d d€ €(x) x p (x) p x (x) [ (x) (x (x))]
dx dx

ϕ = ϕ − ϕ = − ϕ − ϕh  = 

= ϕ=ϕ−ϕ−ϕ−=ϕ+ϕ−ϕ−
dx
d2 ) ' '   ' 2  '' (  ] ) 'x (

dx
d ''  [ 222 hhh ; 

та ким о б р а зо м, 
2

x
d€ €[x, T] p

m dx m
i

= =
h h

. 

П р име р  2. До ка за ть эр мито во сть о пе р а то р а  xp€ . 

Р еш ение. Не о б хо димо  до ка за ть р а ве нство  сле дую щ их инте гр а ло в: 

*
1 x 2 x 12€ €p  dx p dx

∞ ∞
∗

−∞ −∞

ψ ψ = ψ ψ∫ ∫ , пр и ч е м ф ункци и  1ψ  и  2ψ  удо вле тво р яю т 

ста нда р тны м усло виям. Инте гр и р о ва ни е  по  ч а стям инте гр а ла , сто ящ е го  сле -
ва , да е т: 
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* * *
1 2 1 2 2 1 2 1dx  [ dx] dx =

x x x
i i i

+∞∗
−∞

∂ ∂ ∂
− ψ ψ = − ψ ψ − ψ ψ = ψ ψ

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫h h h

* *
2 x 1€p  dx

∞

−∞

= ψ ψ∫ ; зде сь мы  испо льзо ва ли  р а ве нство  нулю  ф ункций 1ψ , 2ψ   на  

б е ско не ч но сти . Та ким о б р а зо м, о пе р а то р  x€p  эр мито в. 

З а да чи для са м о ст о ят ельно г о  р еш ения 

1. П р о ве р ить лине йно сть о пе р а то р а  ко мпле ксно го  со пр яже ни я. 
2. П р о ве р ить са мо со пр яже нно сть о пе р а то р а  Л апла са . 

3. П о ка за ть, ч то  сумма  пр о изво льно го  о пе р а то р а  A
∧

 и  е го  со пр яже нно го  
о пе р а то р а  е сть са мо со пр яже нны й о пе р а то р . 

4. На йти  о пе р а то р , эр мито во  со пр яже нны й пр о изве де нию  двух о пе р а то -

р о в A
∧

 и  B
∧

 ( B A ) 
∧ ∧+ + . 

5. На йти  о пе р а то р , эр мито во  со пр яже нны й о пе р а то р у 
n

nx
∂

∂
  n

n( 1)
x

n ∂
− ∂ 

. 

6. До ка зать, ч то  е сли  о пе р а то р ы  A
∧

 и  B
∧

 эр мито вы , то  о пе р а то р ы  A B
∧ ∧

+  и  

A B  BA
∧ ∧ ∧ ∧

+  та кже  эр мито вы . 

7. П о ка за ть, ч то  
2

[A,  B ] 2 B
∧ ∧ ∧

= , е сли  [A,B] 1
∧ ∧

= . 
8. П о ка за ть, ч то  пр о изво льны й о пе р а то р  мо жно  пр е дста вить в виде : 

F A Bi
∧ ∧ ∧

= + , где  A
∧

 и  B
∧

 —  эр мито вы  о пе р а то р ы . 

9. Опе р ато р  F
∧

 не эр мито в. В та ко м случ а е  о пе р а то р  2F
∧

 б уде т эр мито -

вы м? (эр мито ва  и  а нтиэр мито ва  ч а сти  F
∧

 ко ммутир ую т).  
10. На йти  ко ммутато р  о пе р а то р а   x  и  о пе р а то р а  Л а пла са . ( 2 x )∂ ∂ . 
11. Вы ч ислить ко ммутато р ы  для га мильто ни а на  2€ €H = p 2m U(x)+ : 

 а ) [H,  x] ;
∧

   б ) xp[H,  ] ;
∧ ∧

  в)  2
xp[H,  ] .

∧∧
 

 2 2 2
x xp pm(  ;    i dU dx ;    2i dU dx  d U dx  ) .   i

∧ ∧
+h h h h  

12. Вы р а зить о пе р а то р  па р а лле льно го  пе р е но са  aT (r ) ( r a )
∧

ψ = ψ +r
r r r  ч е р е з 

ф ункцию  о пе р а то р а  импульса . ( )€exp(i a p / )r r
h . 

13. На йти  р е зульта т де йствия о пе р а то р а  dexp ( kx )
dx

 на  ф ункцию  (x) .ψ  

(  [ ( k 1 ) x ] ) .ψ +  
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14.  На йти  о пе р а то р  б е ско не ч но  ма ло го  по во р о та  во кр уг напр а вле ния nr  и  
вы р а зить е го  ч е р е з о пе р а то р  мо ме нта  импульса  €L

r
.   €( 1 i nLd  ) . + ϕ

rr
h  

2. С о бст в енные функции и со бст в енные зна чения о пер а т о р о в  

Со б стве нны е  ф ункци и  и  со б стве нны е  зна ч е ния о пе р а то р о в о пр е де ляю т-
ся из ур а вне ния: 

n n n
€A Aψ = ψ ,                                                                                                (4) 

где  nA  —  ко нста нта , не  за ви сящ а я о т ко о р ди наты . 
Это  ур а вне ни е  в за висимо сти  о т вида  о пе р а то р а  мо же т пр е дста влять со -

б о й ди ф ф е р е нци а льно е , тр а нсце нде нтно е  ур а вне ни е  и ли  систе му лине йны х 
а лге б р а и ч е ских ур а вне ний. За да ч а  на  со б стве нны е  ф ункци и  и  со б стве нны е  
зна ч е ния ф о р мули р уе тся та ким о б р а зо м, ч то б ы  со б стве нны е  ф ункци и  nψ  
удо вле тво р яли  ста нда р тны м усло виям (ко не ч но сть, о дно зна ч но сть, не пр е -
р ы вно сть). Это   мо же т пр иве сти  к о гр а ни ч е ни ю  на  со б стве нны е  зна ч е ния  

nA , т.е . р е ше ния ур а вне ния (4) б удут сущ е ство ва ть не  пр и  все х зна ч е ниях  A, 
а  лишь пр и  не ко то р ы х изб р а нны х: 1 2 nA ,  A ,  AK K Со о тве тствую щ и е  р е ше -
ни я (4) 1 2 n,  ,ψ ψ ψK  на зы ва ю тся со б стве нны ми  ф ункциями  о пе р а то р а  A€ , а  
зна ч е ния 1 2 nA ,  A ,  AK  —  со б стве нны ми  зна ч е ниями . 

Со во купно сть все х со б стве нны х зна ч е ний о пе р а то р а  на зы ва е тся е го  
спе ктр о м. Спе ктр  мо же т б ы ть дискр е тны м, ко гда  во змо жны  лишь о тде льны е  
зна ч е ния 1 2 nA ,  A ,  AK K (ве ли ч ина  A ква нтуе тся), ли б о  не пр е р ы вны м, ко -
гда  во змо жны  все  зна ч е ни я A в не ко то р о м инте р ва ле . П р и  это м эр мито в о пе -
р а то р  все гда  име е т де йствите льны й спе ктр  *

n n( A  A )=  в случ а е  дискр е тно го  
спе ктр а  и  A A∗=  в случ а е  не пр е р ы вно го  спе ктр а ). 

В ква нто во й ме ха нике  по стули р уе тся, ч то  эти  со б стве нны е  зна ч е ния и  
являю тся те ми  во змо жны ми  зна ч е ниями  ф и зи ч е ско й ве ли ч ины , ко то р ы е  
мо жно  на б лю дать экспе р име нта льно . 

В то м  случ а е , ко гда  о дно му со б стве нно му зна ч е нию  со о тве тствую т не -
ско лько  лине йно  не за висимы х со б стве нны х ф ункций, спе ктр  о пе р а то р а  на -
зы ва е тся вы р о жде нны м. Число  этих ф ункций на зы ва е тся кр а тно стью   вы р о -
жде ния. 

В за висимо сти  о т ха р а кте р а  спе ктр а  (дискр е тны й или  не пр е р ы вны й) 
со б стве нны е  ф ункци и  о б ла да ю т сле дую щ ими  сво йства ми : 
а ) случ а й дискр е тно го  спе ктр а . 

1. Ор то но р ми р о ва нно сть: 

 *
m n mn( ) ( )d

∞

−∞

ψ ξ ψ ξ ξ = δ∫ ;  mn
 1,  m n .
 0, m n .

=
δ =  ≠

                                           (5)                

Инте гр а л б е р е тся по  все й о б ла сти  изме не ния пе р е ме нны х  ξ , о т ко то р ы х за -
висят со б стве нны е  ф ункци и . 
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2. Систе ма  со б стве нны х ф ункций лю б о го  эр мито ва  о пе р а то р а  являе тся 
по лно й, т.е . лю б а я ф ункция ( )ψ ξ , о пр е де ле нна я в то й же  о б ла сти  пе -
р е ме нны х и  по дч иняю щ а яся те м же  гр а ни ч ны м усло виям, ч то  и  со б -
стве нны е  ф ункци и  1 2 n,  , ,ψ ψ ψK K, мо же т б ы ть пр е дста вле на  в виде       

                             n n
n

( ) c ( )ψ ξ = ψ ξ∑  ,                                                       (6)                 

      где   *
n nc ( ) ( )d

∞

−∞

= ψ ξ ψ ξ ξ∫ .                                                                   (7)                           

Усло ви е  по лно ты  мо жно  записать ина ч е : 

                                          * ' '
n n

n
(  ) (  )  ( ) ψ ξ ψ ξ = δ ξ − ξ∑ .                                (8) 

            '( ) δ ξ − ξ  —  де льта -ф ункци я Дир а ка . 

б ) случ а й не пр е р ы вно го  спе ктр а . 
1. С о б стве нны е  ф ункци и , пр ина дле жа щ и е  р а зны м со б стве нны м зна ч е -
ниям F  и    F ' , о р то го на льны  и  но р ми р о ва ны  на  δ-ф ункци ю : 

                               *
F F

-

( ) ( )d (F F )
∞

′
∞

′ψ ξ ψ ξ ξ = δ −∫ .                                      (9) 

2.  Сво йство  по лно ты  име е т вид: 

                                       F
-

( ) c(F) ( ) dF ,
∞

∞

ψ ξ = ψ ξ∫                                            (10) 

где   

                                        *
Fc(F) ( ) ( )d

∞

−∞

= ψ ξ ψ ξ ξ∫                                              (11) 

или , а на ло ги ч но  (8):  

                                   *
F F

-

( ) ( )dF ( )
∞

∞

′ ′ψ ξ ψ ξ = δ ξ − ξ∫ .                                          (12) 

П р иве де м сво йства  Дир а ка  )x(δ . 

Де льта -ф ункция о пр е де ляе тся со о тно ше ни ями : 

                                          ;  
0  x, 
0  x0, 

) x ( 




=∞
≠

=δ    

                       ∫
∞

∞

=−δ
-

 ;   ) a ( fdx ) a x(  ) x ( f          ∫
∞

∞−

=δ  . 1dx ) x (  

Видно , ч то  о на  име е т р а зме р но сть о б р а тную  р а зме р но сти  а р гуме нта . δ -
ф ункция о пр е де ле на  за да ни е м пр а вил инте гр и р о ва ния е е  пр о изве де ний с не -
пр е р ы вны ми  ф ункциями . 

δ -ф ункцию  Дир а ка  мо жно  пр е дста вить в виде  пр е де ло в: 
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1) 
L

sin ( Lx )   ( x ) lim
x→∞

δ =
π

; 

2)  2 2
0

1(x)
xlim

α→

α
δ =

π α +
. 

П о ле зны м являе тся р а ве нство  (р а зло же ни е  δ -ф ункци и  в инте гр а л Ф ур ье ): 

ikxe dk 2 (x) .
∞

−∞

= πδ∫  

)x(δ  являе тся ч е тно й ф ункци е й:  ) x ( ) x (  −δ=δ .  
П р иве де нны е  ниже  р а ве нства  спр а ве дливы , е сли  их пр име нять в ка ч е стве  
мно жите ле й по д зна ко м инте гр а ла : 
  0  x) x ( =δ ;    
  ( a x )  ( x )  a δ = δ ;     
  . ) a x(  ) a ( f) a x(  ) x ( f −δ=−δ     

Вы ч исле ни е  и нте гр а ло в, со де р жа щ их пр о и зво дную  де льта  –  ф ункци и , 
пр о изво дится инте гр и р о ва ни е м по  ч а стям с уч е то м пе р е ч и сле нны х ниже  
сво йств. П о это му 

∫
∞

∞−

−=δ ) 0 ( ' Fdx ) x ( F ) x (' . 

П р о и зво дна я  ) x (' δ  удо вле тво р яе т со о тно ше нию : 
 ) x (  ) x (' x δ−=δ . 

Тр е хме р на я δ-ф ункци я ) r ( r
δ о пр е де ляе тся р а ве нство м: 

3 i k r 3 ( r )   ( x )  ( y )  ( z )  ( 2  ) e d k − ⋅δ = δ δ δ = π ∫
r rr . 

Ра ссмо тр им пр име р ы . 
П р име р  1. Ре шить за да ч у на  со б стве нны е  ф ункци и  и  со б стве нны е  зна ч е ния 
о пе р а то р а  пр о е кци и  мо ме нта  ко ли ч е ства  движе ния на  о сь z  z

€(L ) .   

Р еш ение. В де ка р то вы х ко о р динатах z y x
€ € €L x p y p= − , о дна ко  на и б о ле е  пр о -

сто й вид это т о пе р а то р  име е т в сф е р и ч е ских ко о р динатах: z
€L i= − ∂ ∂ϕh , где  

по ляр ны й уго л ϕ  ме няе тся в пр е де ла х о т 0 до  π2 . Та ким о б р а зо м, за да ч а  на  
со б стве нны е  ф ункци и  и  со б стве нны е  зна ч е ния сво дится к р е ше ни ю  ур а вне -
ни я: 

                                        z
 ( ) L  ( )i ∂ψ ϕ

− = ψ ϕ
∂ϕ

h . 

Об щ е е  р е ше ни е  это го  ур а вне ния име е т вид: 
                                            z( ) Cexp ( iL )ψ ϕ = ϕ h , 

пр и  это м на м не о б хо димы  то лько  те  ф ункци и , ко то р ы е  удо вле тво р яю т ста н-
да р тны м усло виям (ко не ч но сть, не пр е р ы вно сть, о дно зна ч но сть). Видно , ч то  
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пр и  лю б ы х zL  ф ункция  )( ϕψ  б уде т о гр а ни ч е нно й и  не пр е р ы вно й. Тр е б о ва -
ни е  о дно зна ч но сти  ) 2(  )( π+ϕψ=ϕψ  да е т: 

z zexp ( i L ) exp [ i L ( 2 ) /  ]ϕ = ϕ + πh h ,  или     zexp (i2 L  ) 1π =h . 

Отсю да  сле дуе т, ч то  zL m= h , где  m = 0, ± 1, ± 2,K, т.е . ве ли ч ина  пр о е кци и  
угло во го  мо ме нта  ква нтуе тся и , сле до ва те льно , m ( ) Cexp ( im )ψ ϕ = ϕ h .  

Но р ми р о во ч на я ко нста нта  о пр е де ляе тся из усло вия: 

                             
2 2

* 2
m m

0 0

( ) ( )d C d 1
π π

ψ ϕ ψ ϕ ϕ = ϕ =∫ ∫ ,   т.е .  1 2C ( 2  )−= π . 

Око нч а те льно  по луч а е м на б о р  со б стве нны х ф ункций 

                                                 1 2 im  
m ( ) ( 2  ) e− ϕψ ϕ = π  

и  спе ктр  со б стве нны х зна ч е ний: 
                                               zL m= h ,  где    m = 0, ± 1, ± 2, K 

П о ско льку ка ждо му со б стве нно му зна ч е нию  со о тве тствуе т то лько  о дна  со б -
стве нна я ф ункция, спе ктр  о пе р а то р а  zL  не вы р о жде н. На б о р  со б стве нны х 
ф ункций являе тся по лны м. Де йствите льно : 

im  im '
mm

m m

1( )  (  ') e e ( ' )
2

∞ ∞
∗ − ϕ ϕ

=−∞ =−∞
ψ ϕ ψ ϕ = = δ ϕ − ϕ

π∑ ∑ . 

П р име р  2. На йти  со б стве нны е  ф ункци и  и  со б стве нны е  зна ч е ни я о пе р а то р а  
ко о р динаты  rr . 
Р еш ение. Для их на хо жде ния не о б хо димо  р е шить сле дую щ е е   ур а вне ни е : 
                                                 r' r'r (r) r ' (r)ψ = ψr r

r r r r  

Зде сь r' ( r)ψr
r  е сть со б стве нна я ф ункция о пе р а то р а  ко о р динаты , со о тве тст-

вую щ а я со б стве нно му зна ч е ни ю  r'r . Оч е ви дно , ч то  это му ур а вне нию  удо вле -
тво р яе т е динстве нно е  р е ше ни е : (r r')δ −

r r .  Спе ктр  со б стве нны х зна ч е ний не -
пр е р ы ве н, на б о р  со б стве нны х ф ункций о б ла да е т  сво йства ми  о р то но р ми р о -
ва нно сти  и  по лно ты : 

* 3 3
r r(r ) (r )d r (r-r ) ( r-r )d r (r -r )′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ψ ψ = δ δ = δ∫ ∫r r

r r r r r r r r ; 

* 3
r 1 r 2 1 2(r ) ( r ) d r (r -r )ψ ψ = δ∫ r r

r r r r . 

П р име р  3. Ре шить за да ч у на  со б стве нны е   ф ункци и  и  со б стве нны е  зна ч е ния 
о пе р а то р а  пр о е кци и  импульса  x€p . 

Р еш ение. С о ста вим ур а вне ни е  на  со б стве нны е   ф ункци и   и  со б стве нны е  зна -
ч е ния для о пе р а то р а  x€p : 

                                            x
d  (x) p  (x) . 

dx
i ψ

− = ψh  
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Об щ е е  р е ше ни е  е сть: 
                                              x

x
i p x  

p (x) C eψ = h . 
Ста нда р тны е  усло вия не  на кла ды ва ю т ника ких о гр а ни ч е ний на  о б ла сть со б -
стве нны х зна ч е ний. Та ким о б р а зо м, спе ктр  о пе р а то р а  x€p  не пр е р ы вны й. Оп-
р е де лим но р ми р о во ч ную  по сто янную : 

           * 2 i x (p p  )/ 2
p p

p p(x) (x)dx C e  dx C 2 (p p )
∞ ∞

′− −

−∞ −∞

′−  ′ψ ψ = = πδ = δ − 
 ∫ ∫ h

h
. 

С  уч е то м и зве стны х сво йств δ -ф ункци и  1 2C (2 )−= πh  . 
Око нч а те льно , со б стве нны е  ф ункци и : 

                                                   1 2 ipx   
p (x) (2 ) e .−ψ = π hh  

Спе ктр  о пе р а то р а  —  все  де йствите льны е  ч и сла . Со б стве нны е  ф ункци и  удо в-
ле тво р яю т  сво йству по лно ты : 

                                            *
p p(x) (x) dp (x x )

∞

−∞

′ψ ψ = δ −∫ . 

Сле дуе т о тме тить, ч то  для ф о р ма льно  по хо жих по  виду о пе р а то р о в 
x z

€€( p  и    L )  по луч ились р а зли ч ны е  р е зульта ты , ч то  о б усло вле но  о тли ч и е м  в  
о б ла стях о пр е де ле ни я этих о пе р а то р о в. 

З а да чи для са м о ст о ят ельно г о  р еш ения 

1. На йти   со б стве нны е  ф ункци и  и  со б стве нны е  зна ч е ния о пе р а то р о в:  

    а )  x d dx ;+    б ) dsin   ;
dϕ

   в)  dexp ( i a )  ;
dϕ

    г)  
2

2
d 2 d   ;

x dxdx
+      

2

im im nm

( C exp ( x x 2)  ;  спе ктр   не пр е р ы вны й ;

e ,   sin (im) ;    e  ,  a  ; (x) C sin ( x) x ,    ϕ ϕ −

ψ = λ −

ψ = λ = ψ = λ = ψ = β
 

β  —  лю б о е  ве щ е стве нно е  ч и сло ).  

2. Э р мито в о пе р а то р  F
∧

 удо вле тво р яе т со о тно ше ни ю  2F c F
∧ ∧

= , где  c —  
ве щ е стве нно е  ч и сло .  Ка ко вы  со б стве нны е  зна ч е ния это го  о пе р а то р а ? 

3. До ка за ть, ч то  со б стве нна я ф ункция 2 (x) c exp ( x 2  )ψ = −  являе тся 

со б стве нно й ф ункци е й о пе р а то р а  2 2 2L d dx x
∧

= − +  и  на йти  со о тве тст-
вую щ е е   со б стве нно е  зна ч е ни е . 

4. На йти  со б стве нны е   ф ункци и  и  со б стве нны е   зна ч е ния о пе р а то р а   
x

€ €L = p + x  ( Cexp ( [ i ( x f) (2 ) ]ψ = − − h , f —  пр о изво льно е  ве щ е стве н-
но е  ч и сло ). 
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5. П о ка за ть, ч то  со б стве нны е  зна ч е ния о пе р а то р а  ква др ата  лю б о й ф и зи -
ч е ско й ве ли ч ины  не о тр ица те льны . 

3. Изм ер им о ст ь физических в еличин 

В  р е зульта те  изме р е ния ф и зи ч е ско й ве ли ч ины   F  в лю б о м пр о изво ль-
но м со сто яни и  систе мы  ψ  до лжно  по луч а ться о дно  и з со б стве нны х зна ч е ний 
о пе р а то р а  F€, со о тве тствую щ е го  это й ф и зи ч е ско й ве ли ч ине . 

В  р а зло же ни и  но р ми р о ва нно й во лно во й ф ункци и  ψ  по  о р то но р ми р ва н-
но й систе ме  со б стве нны х ф ункций nψ  о пе р а то р а  F€ ф и зи ч е ско й ве ли ч ины   F 

                                           n n
n

aψ = ψ∑   

зна ч е ния 2
n| a |  р а вны   ве р о ятно сти  о б на р ужить  систе му в со сто яни и  nψ , т.е . 

ве р о ятно сти  то го , ч то  пр и  изме р е ни и   F  е е  зна ч е ни е  о ка же тся  р а вны м nF . 
П р и  это м 

                                             2
n

n
| a | 1=∑  . 

В случ а е , ко гда  ве ли ч ина   F  име е т не пр е р ы вны й спе ктр , а  со б стве нны е  
ф ункци и  о пе р а то р а  F€  но р ми р о ва ны  на  δ -ф ункцию , вы р а же ни е   2

F| a |  пр е д-
ста вляе т со б о й пло тно сть ве р о ятно сти   F, F dFdW +  о б на р ужить ве ли ч и ну  F  в  
инте р ва ле  со б стве нны х зна ч е ний [F, F+dF]: 

                                            2
F, F dF FdW  | a | dF+ = . 

Ср е дне е  зна ч е ни е  ф и зи ч е ско й ве ли ч ины   F  в да нно м со сто яни и  систе мы  
мо жно  пр е дста вить в виде : 

                                             2
n n

n
F |a | F< > = ∑ , 

испо льзуя о пр е де ле ни е  ср е дне го  зна ч е ния (3), р а зло же ни е  n n
n

aψ = ψ∑  и  ус-

ло ви е  n n nF F
∧

ψ = ψ . 
В то м случ а е , ко гда  систе ма  нахо дится в со сто яни и  с во лно во й ф ункци е й 

ψ , со впа да ю щ е й с о дно й из со б стве нны х ф ункций nψ  о пе р а то р а  F€, ср е дне е  
зна ч е ни е  ф и зи ч е ско й ве ли ч ины   F  со впа да е т с со о тве тствую щ им со б стве н-
ны м зна ч е ни е м  nF . 

В о б щ е м случ а е  сущ е ствуе т р а зб р о с во змо жны х зна ч е ний изме р яе мо й 
ве ли ч ины  о т ср е дне го  зна ч е ния, ха р а кте р и зуе мы й диспе р си е й (ср е дним 
ква др ати ч ны м о ткло не ни е м): 

                         2 2 2 2 ( F )  ( F F ) d F F
∧∗< ∆ > = ψ < − > ψ ξ =< > − < >∫ . 

Ра ссмо тр им пр име р ы . 
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П р име р  1. Систе ма  на хо дится в со сто яни и , ко то р о е  о писы ва е тся во лно во й 
ф ункци е й 3i   ( ) Ae cos (2 )ϕψ ϕ = ϕ . Опр е де лить, ка ки е   зна ч е ния  zL  и  с  ка ко й 
ве р о ятно стью  б удут по являться пр и  изме р е ни и . Опр е де лить та кже  

2 2
zz zL ,  ( L )  и   L< > < > < > .       

Р еш ение. П р и  на хо жде ни и  во змо жны х зна ч е ний zL ,  а  та кже  ве р о ятно сти  их 
по явле ния на   экспе р име нте , мо жно  во спо льзо ва ться о б щ им р е це пто м, р а с-
сч ита в и нте гр а лы : 

                                        
2

m m
0

a  ( ) ( ) d
π

∗= ψ ϕ ψ ϕ ϕ∫ , 

где  1 2 im
m ( ) (2 ) e ϕ−ψ ϕ = π  —  со б стве нны е  ф ункци и  о пе р а то р а  z

€L . То гда  ве ли -
ч и ны  2

m |a|  да дут иско мы е  ве р о ятно сти . 
Одна ко  в да нно м случ а е  мо жно  во спо льзо ва ться б о ле е  пр о сты м спо со -

б о м. П р е дста вим ф ункцию   ( )ψ ϕ  в виде  р яда : 

                                        m m
m

 ( ) a ( )ψ ϕ = ψ ϕ∑ , 

ч то  все гда  мо жно  сде ла ть, уч иты ва я сво йство  по лно ты  на б о р а  со б стве нны х  
ф ункций о пе р а то р а  z

€L . Для   )(2 cos ϕ  во спо льзуе мся ф о р муло й Э йле р а  в ви -
де  2i 2i( e e ) / 2ϕ ϕ−+ . То гда  

                                 
1 2 5i i

1 2 1 2
A(2 ) e e ( )

2 (2 ) (2 )

ϕ ϕ π
ψ ϕ = + 

π π 
. 

Видно , ч то  в р а зло же ни и  пр исутствую т то лько  два  не нуле вы х ко эф ф и ци е нта  
1 2

m 1 5a :  a a A(2 ) 2= = π . Сле до ва те льно , в экспе р име нте  б удут по являться 
зна ч е ния zL   и   5= h h  с р а вны ми  ве р о ятно стями  2A 2π . 

Для  о пр е де ле ни я но р ми р о во ч но й ко нста нты   A  сущ е ствую т две  во з-
мо жно сти . П е р ва я —  вы ч и слить по  о б щ им пр а вила м и нте гр а л: 

                                               
2

0

( ) ( ) d 1  , 
π

∗ψ ϕ ψ ϕ ϕ =∫  

вто р а я —  во спо льзо ваться усло ви е м 2
m

m
| a | 1=∑ , ч то  в да нно м случ а е  пр о щ е . 

П о луч а е м 2 1 2A 1,    A −π = = π и , сле до вате льно , 1 5a a 1/ 2= = . 
П р и  вы ч исле ни и  zL< >  во спо льзуе мся ф о р муло й: 

                                   2
z m

m

1 1L | a | (m ) 5 3   ,
2 2

< > = = + =∑ h h h h  

то гда  2 2
zL 9  . < > = h  

Ана ло ги ч но  для 2
zL< > : 



15 

 

                                    2 2 2 2 2
m

m

1 1 |a | (m ) (25 ) 13 .
2 2

= + =∑ h h h h  

Об р а тим внима ни е  на  не р а ве нство   2 2
zzL  L< > ≠ < > . 

П р име р  2. Ча стица  на хо дится в со сто яни и , о пр е де ляе мо м ф ункци е й  (r)ψ
r

. 
Опр е де лить пло тно сть ве р о ятно сти  то го , ч то  ч а стица  нахо дится в то ч ке  rr  . 
Р еш ение. Из сво йства  по лно ты  на б о р а  со б стве нны х ф ункци й о пе р а то р а  

r 'r (  ( r )  (r r ') )ψ = δ −r
r r r r  сле дуе т, ч то  )r( r

ψ  мо жно  пр е дста вить в виде : 
                                         3

r ' r ' ( r )  (r r ') a  dψ = δ −∫ r
r r r  . 

То гда  ква др а т мо дуля ко эф ф и ци е нта  р а зло же ния rar  ка к р а з да е т нужную  
пло тно сть ве р о ятно сти . Ко эф ф ици е нт ra r   о пр е де ляе тся вы р а же ни е м: 

                                       3
r 'a    (r r ')  ( r ) d r  ( r ')  = δ − ψ = ψ∫r

r r r r . 
Та ким о б р а зо м, ве р о ятно сть о б на р уже ния ч а стицы  в о кр е стно сти  то ч ки   

rr   р а вна  2 3W ( r )  |  ( r )| d r ,= ψ
r r  ч то  со гла суе тся с ф и зи ч е ским смы сло м ква д-

р а та  мо дуля во лно во й ф ункци и . 

П р име р  3. Систе ма  нахо дится в со сто яни и  2 2
0 (x) Aexp ( x 2a ik x) .ψ = − +  

Опр е де лить  xx ,   p .< > < >  На йти  о б ла сть ло ка лиза ци и  ч а стицы  и   ве р о ят-
но сть о б на р ужить у не е  импульс  

xp .   

Р еш ение. Опр е де лим о б ла сть ло -
ка лиза ци и  ч а стицы . Изве стно , ч то   
ве ли ч ина  2|(x) | ψ  о пр е де ляе т 
пло тно сть ве р о ятно сти  о б на р у-
жить ч а стицу в то ч ке   x . В да нно м 
случ а е  

2 2 2 2|  (x)| A exp ( x a ) , ψ = −  т.е . 
пло тно сть ве р о ятно сти  да е тся р а спр е де ле ни е м Га усса .                         

П о луши р ина  это го  р а спр е де ле ния (р а ссто яни е  по  о си  а б сцисс о т то ч ки  
ма ксимума  ф ункци и  0x =  до  то ч ки , в ко то р о й ф ункция спа да е т в e  р а з) 
δx = a, т.е . па р а ме тр  a ука зы ва е т на  сте пе нь ло ка лиза ци и  ч а стицы  вб лизи  ну-
ля.  

Но р ми р о вка   A  о пр е де ляе тся усло ви е м: 

                                
2 22 2 x  a 2 2 1 2|  (x)| dx A e dx A (a ) 1

∞ ∞
−

−∞ −∞

ψ = = π =∫ ∫ .  

Отсю да  2 2 1 2A (a ) .−= π   (М ы  во спо льзо ва лись зна ч е ни е м и нте гр а ла  П уа ссо -

на :  
2- xe dx

∞
α

−∞

π
=

α∫  ). 

x 

2| (x) |ψ

0 
δx 
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Для >< x  по  о пр е де ле нию  по луч а е м: 

                                  
2 22 x  ax (x) x  (x) dx A e xdx 0 

∞ ∞
∗ −

−∞ −∞

< >= ψ ψ = =∫ ∫ . 

Ана ло ги ч но  для x p< > : 

                            
2 2 2 2x x2 x   2a  ik x  2a  ik  00x p A e ( i ) e dx

x

∞
− − − +

−∞

∂
< > = − =

∂∫ h  

                            
2 2 2 2 x2 x  2a  ik  x x 2a  ik0 0 0 02

2xi A e e ik  dx k
a

∞
− − − +

−∞

 = − = 
 ∫h h . 

Для нахо жде ния р а спр е де ле ния по   импульса м пр е дста вим (x) ψ в виде   
р а зло же ния по  со б стве нны м ф ункциям о пе р а то р а  x€p : 

                                   
i px1  2

p x (x)  (2 ) e ;     (p p ) .−ψ = π ≡hh  

                                   p (x) c(p) (x) dp ,
∞

∗

−∞

ψ = ψ∫  

где  иско мы е  ко эф ф и ци е нты  c(p) име ю т вид: 

                          
2 21  2 x  2a  i (k k) x0c (p) (2 ) A e  dx ;    (k p ) .

∞
− − + −

−∞

= π =∫h h  

До по лняя вы р а же ни е  в по ка за те ле   экспо не нты  до  по лно го  ква др ата , по лу-
ч им: 

22 2 2 22 21 2 a  (k k) /2 [ x i (k k) a ] 2a 1 2 a  (k k) / 20 00c (p) A (2 ) e e dx A a e .
∞

− − − − − − − − −

−∞

= π =∫h h  

(за ме тим, ч то  не смо тр я на  ко не ч ны й сдвиг в мнимую  о б ла сть, инте гр а л пр е д-
ста вляе т со б о й инте гр а л П уа ссо на ). 

Ве ли ч ина  dpe
2
Adp|(p) c| 2) p 0(k 2a

2
2 h

h
−−

π
=  е сть ве р о ятно сть о б на р ужить 

у ч а стицы  импульс в инте р ва ле  
[p, p+dp]. 2| c (p)|  гр а ф и ч е ски  та к-
же  мо же т б ы ть пр е дста вле на  в ви -
де  р а спр е де ле ния Га усса  с це н-
тр о м в то ч ке  .kp 0h=  П о луши р ина  
это го  р а спр е де ле ния a,1p =δ  т.е . 
о б р а тна я xδ , ч то  не по ср е дстве нно  
связа но  с со о тно ше ни е м не о пр е - p 0 

δp 

2| c(p) |

0kh  
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де ле нно сте й (см. сле дую щ ий р а зде л). Че м то ч не е  изве стно  ме сто по ло же ни е  
ч а стицы , те м б о льше  не о пр е де ле нно сть в ве ли ч ине  е е  импульса , и  на о б о р о т. 
Л е гко  пр о ве р ить, ч то  

                                                 2| c (p)| dp 1 .
∞

−∞

=∫  

З а да чи для са м о ст о ят ельно г о  р еш ения 

1. Ча стица , движущ а яся в о дно ме р но й пр ямо уго льно й  по те нци а льно й 
яме  с б е ско не ч но  вы со кими  сте нка ми , нахо дится в о сно вно м  со сто я-
ни и  с  во лно во й ф ункци е й  1 2 (x) ( 2 ) sin ( x ) .l lψ = π  На йти  ве р о ят-
но сть на хо жде ния ч а стицы  в о б ла сти  3 x 2 3.l l< <    (W = 0,61). 

2. На йти  на и б о ле е  ве р о ятно е  зна ч е ни е  ко о р дина ты   x   для систе мы , ко то -
р а я о писы ва е тся во лно во й ф ункци е й 2 2 (x) A x exp ( x 2) .ψ = − α  

               . ) 1 x( B. H. α=  
3. Ча стица  на хо дится в со сто яни и  с во лно во й ф ункци е й 

2 (x) Aexp ( x 2)ψ = −α . Опр е де лить пло тно сть ве р о ятно сти  то го , ч то            
        пр и  изме р е ни и  у ч а стицы  б уде т о б на р уже н импульс p. 
        2 2 1 2 2 2(  |c(p)| ( ) exp ( p [2 ] )  ).−= απ αh h  
4. Вы ч ислить ср е дни е  зна ч е ния 2 2( x)  и   ( p)∆ ∆  для  ч а стицы , на хо дящ е йся 
в со сто яниях: 

      а ) 1 2 (x) ( 2 ) sin ( x ) ;l lψ = π   б ) 2 2 (x) Aexp ( x ).ψ = α  

   
22 2 2 2

2 2 2 2 2

  (  ( x) (1 6 ) 12 ,    ( p) ( ) ;

          ( x) 1 4 ,    ( p)   ) .

l l< ∆ >= − π < ∆ > = π

< ∆ > = α < ∆ >= α

h

h
 

5. Опр е де лить во змо жны е  со б стве нны е  зна ч е ни я ве ли ч и на  zL  и  их ве р о -
ятно сти  для систе мы , на хо дящ е йся в со сто яни и : 

      а ) 2( ) Asin  ;ψ ϕ = ϕ   б )  ( ) A (1 sin ) .ψ ϕ = + ϕ  
      z 0 2 2( L 0,   2  ;   W 2 3 ,  W W 1 6  . + −= = = =h  
        z 0 1 1L 0,     ;     W 2 3 , W W 1 6   ) .  + −= = = =h   

4.  С о о т но ш ение нео пр еделенно ст ей  физических в еличин 

Е сли  о пе р а то р ы  
∧

F  и  
∧

G  двух ф и зи ч е ских ве ли ч и н  F  и   G   не  ко ммути -
р ую т, то  эти  ве ли ч ины  не  мо гут б ы ть то ч но  и зме р е ны  о дно вр е ме нно   (в о д-
но м и  то м же  со сто яни и ). В  лю б о м со сто яни и  систе мы  ме жду диспе р сиями  
этих ве ли ч ин сущ е ствуе т со о тно ше ни е  не о пр е де ле нно сте й: 

                          2 2 21( F) ( G) [ F, G ]
4

∧ ∧
< ∆ > < ∆ > ≥ < > ,                                  (13) 
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где  € € €€ € €[F, G] = FG GF−  —  ко ммутато р  о пе р а то р о в 
∧

F  и  
∧

G . 
         Изве стно , ч то  ко ммутато р  о пе р а то р о в ф и зи ч е ских ве ли ч ин в кла сси ч е -
ско м пр е де ле  до лже н о б р а щ а ться в нуль, а  по то му ве ли ч и на  е го  до лжна  б ы ть 
пр о по р ци о на льна  h . П о это му пр а ва я ч а сть (13) пр о по р ци о на льна  2h . В  ч а -
стно сти , для о пе р а то р а  ко мпо не нты  импульса  и  со о тве тствую щ е й ко о р дина -
ты , напр име р , xp  и  x, 

                                                 x[p , x ]  i∧
= − h  

и  со о тно ше ни е  не о пр е де ле нно сте й для этих ве ли ч ин име е т вид (в это м ч а ст-
но м случ а е  о но  на зы ва е тся со о тно ше ни е м не о пр е де ле нно сте й Ге йзе нб е р га ): 

                                          2 2 2
x( p ) ( x) 4< ∆ > < ∆ > ≥ h .                                     (14) 

Оно  о зна ч а е т, ч то  для со сто яния, в ко то р о м ч а стица  ло ка лизо ва на  в о б ла сти  
пр о стр а нства  x∆ , во змо жны й р а зб р о с зна ч е ни й е е  импульса  (о ко ло  ср е дне го  
зна ч е ния) за клю ч е н в о б ла сти  xp∆ , о пр е де ляе мо й со о тно ше ни е м: 

                                                     xp / x∆ ≥ ∆h . 

С о о тве тстве нно  мо но хр о ма ти ч е ска я во лна  с о пр е де ле нны м зна ч е ни е м им-
пульса  x( p 0 )∆ →  до лжна  за по лнять все  пр о стр а нство  ) x( ∞→∆ . 

Со о тно ше ни е  не о пр е де ле нно сте й мо жно  испо льзо вать для о це нки  ср е д-
не го  зна ч е ния кине ти ч е ско й эне р гии  ч а стицы , движущ е йся в о гр а ни ч е нно й 
о б ла сти  пр о стр а нства . В это м случ а е  мо жно  по ло жить 0px =>=<>< , то гда  

2 2 2 2( x) x  и   ( p) p∆ = ∆ = . Е сли   a —  лине йны й р а зме р  о б ъе ма , в  ко то р о м ло -
ка лизо ва на  ч а стица , то  с уч е то м (14) по луч а е м: 

                                           
2 2

min 2
pE
2m 8ma

< >
< > = =

h  .  

П р и  испо льзо ва ни и  со о тно ше ния не о пр е де ле нно сте й (13) важно  по м-

нить, ч то  са мо со пр яже нны е  о пе р а то р ы  
∧

F  и  
∧

G  до лжны  б ы ть о пр е де ле ны  на  
о дно м и  то м же  мно же стве  ф ункций. 

Ра ссмо тр им пр име р ы . 
П р име р  1. Для ч а стицы , со сто яни е  ко то р о й за да е тся ф ункци е й 

2 2 xx  2a   i k0ψ  (x) Ae− += , пр о ве р ить со о тно ше ни е  не о пр е де ле нно сте й для ве -
ли ч ин x и  xp . 

Р еш ение. За пише м со о тно ше ни е  не о пр е де ле нно сте й для ко о р ди наты  и  им-
пульса : 2 2 2

x( x) ( p ) 4< ∆ > < ∆ > ≥ h .  

П р и  это м 2 2 2( x) (x  x ) x< ∆ > =< − < > > = < >  и   
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2 2( p) ( p p )∧
< ∆ > = < − < > > = 2 2

x x x x€ €p 2p p p< − < > + < > > =

( )22 2 2
x x x 0p p p k< > − < > = < > − h , та к ка к 0x =><  и  2

x 0p k< > = h  (см. П р и -

ме р  3 р а зде ла  3). Сле до ва те льно , не о б хо димо  р а ссч ита ть 2x< >  и  2
xp< > .  П о  

о пр е де ле нию , 

                                            2x< >=
2 22 x  a 2A e x dx

∞
−

−∞
∫ . 

Вы ч ислим это т инте гр а л ме то до м ди ф ф е р е нци р о ва ния по  па р а ме тр у α  инте -

гр а ла  П уа ссо на  ( )
2 1 2-αxe dx π/α

∞

−∞

=∫ : 

22x 2 xe x dx e dx
∞ ∞

−α −α

−∞ −∞

∂
= − =

∂α∫ ∫
1 2 3 22αx 1 2 π αe dx (π α )

α α 2

∞ −
−

−∞

∂ ∂
− = − =

∂ ∂∫ . 

В р е зульта те , по дста вив но р ми р о вку ( ) 1 42A a π
−

= , на йде нную  в ука за нно м 

пр име р е  для это й ф ункци и , по луч им 2 2x a 2.< > =  
Ра ссч ита е м  те пе р ь ве ли ч ину 2p< > : 

                          
2 2 2 22

x x2 2 x / 2a  ik 2 x / 2a  ik0 0
2 p A e e dx

x

∞
− − − +

−∞

 ∂
< > = − =  ∂ 

∫ h  

                           
2 22 22 x a 2 2

0 02 2 2
x 1A e - i k  dx k .
a a 2a

∞
−

−∞

  = + − = +  
   

∫
h

h  

Око нч а те льно  по луч а е м: 

                                  
2 2

2 2 2
2

a( x) ( p) 4
2 2a

< ∆ > < ∆ > = =
h

h , 

ч то  по зво ляе т не по ср е дстве нно  уб е диться в спр а ве дливо сти  со о тно ше ния не -
о пр е де ле нно сте й. 

З а да чи для са м о ст о ят ельно г о  р еш ения 

1. Оце нить не о пр е де ле нно сть ско р о сти  эле ктр о на  в а то ме  во до р о да , по ла -
га я р а зме р  а то ма  по р ядка  0,1 нм. Ср а внить по луч е нно е  зна ч е ни е  со  
ско р о стью  эле ктр о на  на  пе р во й б о р о вско й о р б ите . ( 5v 10 м с∆ ≅ ). 

2. Оце нить с по мо щ ью  со о тно ше ния не о пр е де ле нно сте й эне р ги ю  связи  
эле ктр о на  в о сно вно м со сто яни и  а то ма  во до р о да  и  со о тве тствую щ е е  
р а ссто яни е  эле ктр о на  о т ядр а . ( 8

СВЕ 13,6 эB;  r 0,510 см−≅ ≅ ). 
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3. М и кр о ч а стица  ма ссы  m на хо дится в о дно ме р но й по те нци а льно й яме  с 
б е ско не ч но  вы со кими  сте нка ми  шир и но й L. Оце ните  минима льно  во з-
мо жную  эне р гию  ч а стицы , е сли  xx p∆ ∆ ≥ πh .  ( 2 2 2/  (2mL )π h ). 

5. Диффер енцир о в а ние о пер а т о р о в  по  в р ем ени. Инт егр а лы движения 
в  к в а нт о в о й   м еха нике 

Ср е дне е  зна ч е ни е   ф и зи ч е ско й ве ли ч и ны  являе тся в о б щ е м случ а е  ф унк-
ци е й вр е ме ни . П р о и зво дна я ср е дне го  зна ч е ния F< >  по  вр е ме ни  являе тся 
ср е дним зна ч е ни е м не ко то р о го  о пе р а то р а , ко то р ы й по  о пр е де ле ни ю  на зы ва -
е тся пр о изво дно й ф и зи ч е ско й ве ли ч и ны  по  вр е ме ни : 

                                         d F dF ,
dt dt

< >
= < >  

где                                        d F F 1 [ F, H ] . 
d t t i

∧ ∧
∧ ∧∂

= +
∂ h

                                         (15)  

Опе р а то р   ( F H H F) / i
∧ ∧∧ ∧
− h  на зы ва е тся ква нто во й ско б ко й П уа ссо на . 

Е сли  о пе р а то р  
∧
F  ф и зи ч е ско й ве ли ч ины   F  не  за висит явно  о т вр е ме ни  и  

ко ммутир уе т с га мильто ни а но м, то  со гла сно  (15) е е  ср е дне е  зна ч е ни е  не  ме -
няе тся со  вр е ме не м, т.е .  F  являе тся инте гр а ло м движе ния. 

Сущ е ство ва ни е  и нте гр а ло в движе ния те сно  связа но  с симме тр и е й га -
мильто ни а на . Де йствите льно , е сли  гамильто ни а н инва р и а нте н о тно сите льно  

не ко то р о го  пр е о б р а зо ва ния, о сущ е ствляе мо го  о пе р а то р о м 
∧
F, то  пр и  усло ви и  

F / t  0
∧

∂ ∂ =  ф и зи ч е ска я ве ли ч ина   F  б уде т инте гр а ло м движе ния.             
Из (15) сле дуе т со хр а не ни е  эне р ги и  для за мкнуты х систе м (та к ка к в 

это м случ а е  H / t 0
∧

∂ ∂ = , и  га мильто ни а н ко ммути р уе т са м с со б о й). 
Е сли  гамильто ни а н систе мы  не  ме няе тся пр и  сдвиге  вдо ль ка ко го -ли б о  

на пр а вле ния и ли  по во р о та  во кр уг ка ко й-ли б о  о пр е де ле нно й о си , то  б удут со -
хр а няться со о тве тстве нно  пр о е кция импульса  на  это  напр а вле ни е  или  пр о е к-
ци я мо ме нта  ко ли ч е ства  движе ни я на  вы де ле нную  о сь. 

За ко ны  со хр а не ния во зника ю т не  то лько  для не пр е р ы вны х симме тр ий 
гамильто ни а на . На ли ч и е  у га мильто ни а на  ди скр е тны х симме тр и й  пр иво дит 
в ква нто во й ме ха нике  к со хр а не ни ю  р яда  мультиплика тивны х ф и зи ч е ских 
ве ли ч ин, ко то р ы е  (в о тли ч и е  о т а ддитивны х импульса  и  мо ме нта  ко ли ч е ства  
движе ния) не  име ю т а на ло га  в кла сси ч е ско й ме ха нике . Та к, инва р и а нтно сть 
гамильто ни а на  о тно сите льно  пр е о б р а зо ва ния пр о стр а нстве нно й и нве р си и  

)r r( rr
−→   пр иво дит к со хр а не нию  ч е тно сти  во лно во й ф ункци и  о тно сите льно  

та ко й за ме ны  ко о р дина т. 
Ра ссмо тр им пр име р ы . 
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П р име р  1. С о ста вить о пе р а то р  ско р о сти  dtrdv€ rr
=  и  о пе р а то р  уско р е ния 

dt
p€d

m
1a€

r
r

= . 

Р еш ение. Во спо льзуе мся о б щ им вы р а же ни е м для ди ф ф е р е нци р о ва ни я о пе р а -
то р о в по  вр е ме ни  (15). Та к ка к ( )2€€H p / 2m V r,t= +

r r , 0tr =∂∂
r  и  пр и  это м 

rV Vr 0− =
r r

,  то  по луч им: 

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }T€z,kT€y,jT€x,i
i
1T€,r

i
1

dt
rd rrr

h

r

h

r
++== , где  zkyjxir

rrrr
++=  и  

2€p€T
2m

=
r

 —  

о пе р а то р  кине ти ч е ско й эне р гии . 
До стато ч но  р а ссч итать то лько  ко ммутато р  [ ]T€,x€ . Он б ы л на йде н в пр и -

ме р е  1 р а зде ла  1: x
i€ €€x,T p
m

  = 
h . 

В р е зультате : ( )x y z
dr 1 1 €€ € €ip jp kp p
dt m m

= + + =
r r r r r . 

П р и  р а сч е те  о пе р а то р а  уско р е ния уч те м, ч то  0t /p€ =∂∂
r  и  0]p€ 2m, / p€[ 2 =vr , 

сле до ва те льно , не о б хо димо  р а ссч ита ть ко ммутато р  ]p€ [V, r . Для это го  
по де йствуе м им на  пр о и зво льную  ф ункцию  ( )rϕ

r
: 

                 €[V, p]  (r)  i  V (r)  (r)  (r)  V (r) i  ( V)  (r) ϕ = − ∇ϕ − ϕ ∇ = ∇ ϕ 
r r rr r r r r r r

h h . 

Отсю да  F€V
dt
p€d rrr

=∇−= , где  €F
r

 —  о пе р а то р  силы , де йствую щ е й на  ч а стицу. 

Око нч а те льно : F€
m
1a

rr
= . 

За ме тим, ч то  в о тли ч и е  о т кла сси ч е ско го  со о тно ше ния ме жду ф и зи ч е -
скими  ве ли ч и на ми , по луч е нно е  ур а вне ни е  являе тся о пе р а то р ны м. 
П р име р  2. До ка зать, ч то  е сли  по те нци а льна я эне р гия сте пе нны м о б р а зо м за -
висит о т ко о р дина ты  ( nU(r) r= α

r , где  r r=
r ), то  для лю б о го  ста ци о на р но го  

со сто яния сущ е ствуе т связь ме жду ср е дними  зна ч е ниями  кине ти ч е ско й и  по -
те нци а льно й эне р ги е й: ><=>< UnT2  (те о р е ма  о  ви р и а ле ). 
Р еш ение. Ра ссмо тр им по лную  пр о изво дную  по  вр е ме ни  о т ска ляр но го  пр о из-
ве де ния о пе р а то р о в p€rrr . П о луч им: 

                                            r
dt
p€d p€

dt
rd)p€r(

dt
d r

r
r

r
rr

+= . 

В пр е ды дущ е м пр име р е  б ы ло  по ка за но , ч то  

m
p€

dt
rd rr

= ;    ( )rU
dt
p€d rrr

∇−= . 
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То гда  

                                      )r( Ur
m
p€)p€r(

dt
d 2 rrr

r
rr

∇−= . 

Уч иты ва я вид по те нци а льно й эне р гии , р а ссч ита е м )r( U rr
∇ . Вы ч и сле ния 

пр о ве де м в сф е р и ч е ско й систе ме  ко о р динат: 

  r
1 1 e e e

r r r sinθ ϕ
 ∂ ∂ ∂

∇ = + + ∂ ∂ θ ϕ ∂ϕ 

r r r r ;  n 1 n
rr U (r) n r e r n r nU .−∇ = α = α =

vr r r  

Та ким о б р а зо м, 
2€d p€(r p) nU

dt m
= −

r
r r

. 

Уср е дним это  р а ве нство  по  пр о изво льно му ста ци о на р но му со сто яни ю  

iEtψ (r,t) (r)e−= ϕ hr r : 
2€d p€(r p) n U  

dt m
< > = < > − < >

r
r r

. 

В со о тве тствии  с о пр е де ле ни е м по лно й пр о изво дно й ф и зи ч е ско й ве ли ч и ны  
по  вр е ме ни  по луч им: 

                                      d € €(r p)  d r p /dt ;
dt

< > = < >
r r r r

 

та к  ка к р е ч ь иде т о  ста ци о на р ны х со сто яниях, то  о ч е ви дно : 

                           iEt iEt 3d d€ €r p  (r) e (r p) (r)e d r 0 .
dt dt

−< > = ϕ ϕ =∫ h hr r r r r r
 

И о ко нч а те льно  по луч а е м ><=>< UnT2 , где  уч те но , ч то  T€2
m
p€2

=
r

. 

З а да чи для са м о ст о ят ельно г о  р еш ения 

1. На йти , ка ки е  из ме ха ни ч е ских ве ли ч ин или  их ко мб ина ци и  (эне р гия, пр о -
е кци и  и  ква др ат мо ме нта  ко ли ч е ства  движе ни я, пр о е кци и  импульса , ч е т-
но сть) со хр а няю тся пр и  движе ни и  б е сспино вы х за р яже нны х  ч а стиц в 
сле дую щ их по лях: 
1) пр и  сво б о дно м движе ни и ; 
2) в по ле  б е ско не ч но го  о дно р о дно го  цилиндр а  с о сью  z; 
3) в по ле  б е ско не ч но  о дно р о дно й пло ско сти  (x, y); 
4) в по ле  о дно р о дно го  ша р а ; 
5) в по ле  б е ско не ч но й о дно р о дно й по лупло ско сти  (x, z), z 0> ; 
6) в по ле  двух то ч е ч ны х за р ядо в; 
7) в о дно р о дно м пе р е ме нно м по ле ; 
8) в по ле  р а вно ме р но  за р яже нно го  пр ямо го  пр о во да  с пе р е ме нны м за р я-
до м; 

9) в по ле  о дно р о дно го  тр е хо сно го  эллипсо ида ; 
10) в по ле  б е ско не ч но й о дно р о дно й цилиндр и ч е ско й винто во й лини и ; 

( z zE, L ap 2+ πh ;  a —  ша г винта );  
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11) в по ле  о дно р о дно го  ко нуса ; 
12) в по ле  кр уго во го  то р а ; 
13) в по ле  U (z,t) a (t) z . =  

2. П о ка за ть, ч то  е сли  ф и зи ч е ски е  ве ли ч ины  1 2f ,   f (со о тве тствую щ и е  о пе р а -

то р ы 1 2 f  и   f
∧ ∧

) являю тся инте гр а ла ми  движе ния, то  о пе р а то р а м 

1 2 2 1 1 2 2 1 f f f f  и   i ( f f f f )
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

+ −  со о тве тствую т ф и зи ч е ски е  ве ли ч ины , являю -
щ и е ся инте гр а ла ми  движе ния. 

6. Ур а в нение  Ш р едингер а  

Ур а вне ни е  на име ньше го  по р ядка , ко то р о му удо вле тво р яе т во лно ва я 
ф ункция, о писы ва ю щ а я сво б о дно е  движе ни е , име е т вид: 

                                       0
ψ  (r, t)i H ψ  (r, t) 

t
∧∂

=
∂

r
r

h ,                                            (16) 

где   2 2
0

i €ψ  (r, t) Aexp (pr Et)  ;   H p  /2m  ;  E p /2m .
∧ = − = =  

r rr r r

h
 

В ква нто во й ме ха нике  по стули р уе тся, ч то  за висимо сть во лно во й ф унк-
ци и  о т вр е ме ни  для пр о изво льно го  движе ния ч а стицы  (си сте мы ) о писы ва е тся 

ур а вне ни е м (16) с за ме но й 0H
∧

 на  гамильто ни а н, со о тве тствую щ ий это му 
движе нию . 

Та ким о б р а зо м, о сно вно е  ур а вне ни е  ква нто во й ме ха ники  (ур а вне ни е  
Ш р е динге р а ) име е т вид: 

                           ψ  (r, t)i H ψ  (r, t)
t

∧∂
=

∂

r
r

h ,                                                 (17) 

где 2€ H p /2m U(r,t)
∧

= +
r r ; t),rU(r  —  по те нци а льна я эне р ги я си сте мы  (ч а стицы ). 

Ре ше ни е  ур а вне ни я Ш р е ди нге р а  до лжно  удо вле тво р ять ста нда р тны м ус-
ло виям. П р и  это м тр е б о ва ни е  не пр е р ы вно сти  со хр а няе тся и  в те х случ а ях, 
ко гда  са мо  по ле  t),rU(r  име е т по ве р хно сти  р а зр ы ва . На  та ко й по ве р хно сти  
до лжны  о ста ва ться не пр е р ы вны ми  ка к са ма  ф ункция, та к и  е е  пе р ва я пр о из-
во дна я по  ко о р динате . 

          В то м случ а е , ко гда  га мильто ни а н H
∧
не  за висит явно  о т вр е ме ни , т.е . 

H / t 0
∧

∂ ∂ = , и , сле до вате льно , )rU(U r
=  —  по те нци а льна я эне р гия си сте мы  

(ч а стицы ), ур а вне ни е  Ш р е динге р а  (17) до пуска е т р е ше ни е  с р а зде ле нны ми  
пе р е ме нны ми : 
                                         ψ  (r, t) ψ  (r) (t)= ϕ

r r . 

В р е зультате  (17) р а спа да е тся на  два  ур а вне ния: 
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                                          €Hψ  (r) Eψ  (r)=
r r ;                                                       (18) 

                        ii E  (t) ;       (t) exp Et  .
t

∂ϕ  = ϕ ϕ = − ∂  
h

h
                                  (19) 

Ур а вне ни е  (18) пр е дста вляе т со б о й ур а вне ни е  на  со б стве нны е  ф ункци и  и  
со б стве нны е  зна ч е ния о пе р а то р а  по лно й эне р гии  H€ , сле до ва те льно , со сто я-
ни я, удо вле тво р яю щ и е  ур а вне нию  (18), име ю т о пр е де ле нную  эне р гию . Та ки е  
со сто яния на зы ва ю тся ста ци о на р ны ми , а  ур а вне ни е  (18) на зы ва ю т ста ци о -
на р ны м ур а вне ни е м Ш р е ди нге р а . 

Во лно ва я ф ункция ста ци о на р но го  со сто яни я е сть: 
                                            iEt/ψ (r,t) ψ (r) e−= hr r . 
П е р е ч и слим о со б е нно сти  ста ци о на р ны х со сто яний: 

- за висимо сть во лно вы х  ф ункций ста ци о на р ны х со сто яни й о т вр е ме ни  
о дно зна ч но  о пр е де ляе тся зна ч е ни е м эне р гии  в это м со сто яни и ; 

- пло тно сть ве р о ятно сти  и  пло тно сть то ка  ве р о ятно сти  не  за висят о т 
вр е ме ни ; 

- ср е дне е  зна ч е ни е  лю б о й ф и зи ч е ско й ве ли ч ины , о пе р а то р  ко то р о й явно  
не  за висит о т вр е ме ни , являе тся по сто янны м; 

- ве р о ятно сть о б на р ужить о пр е де ле нно е  зна ч е ни е  ф и зи ч е ско й ве ли ч и ны  
не  за висит о т вр е ме ни . 
П ло тно сть то ка  ве р о ятно сти . 
Из ур а вне ния Ш р е динге р а  (17) с гамильто ни а но м  

                                         
2

2H U (x, y, z, t)
2m

∧
= − ∇ +

h  

сле дуе т ур а вне ни е  не пр е р ы вно сти : 

                                                      divj 0
t

∂ρ
+ =

∂

r
, 

где  ρ  —  пло тно сть ве р о ятно сти  о б на р ужить  ч а стицу в то ч ке  с ко о р дина та ми  
(x, y, z) в мо ме нт вр е ме ни  t, а  ве кто р  

                                          ij (ψ ψ ψ ψ )
2m

∗ ∗= − ∇ − ∇
r r rh  

по  сво е му смы слу пр е дста вляе т со б о й пло тно сть то ка  ве р о ятно сти . Та ким 
о б р а зо м, ве р о ятно сть ч а стице  пр о йти  за  е ди ницу вр е ме ни  ч е р е з пло щ а дку 
Δ σ  р а вна  Δ σ)nj(dtdW rr

=  ( nr  —  е дини ч ны й ве кто р  но р ма ли  к Δ σ ). 
Е сли  во лно ва я ф ункция пр е дста вле на  в виде  

                                            i (r,t)ψ A(r,t)e ϕ=
rr , 

где  A и  ϕ  —  де йствите льны е  ф ункци и , то  

                                               j ρ
m

= ∇ϕ
r rh , 
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и  о тли ч ны й о т нуля то к ве р о ятно сти  сущ е ствуе т то лько  в то м случ а е , е сли  
во лно ва я ф ункция име е т за висящ ую  о т ко о р дина т ф а зу (е сли  ψ  —  де йстви -
те льна , т.е . 0ϕ =  то  j

r
 = 0 та кже ). 

П р име р  1. Ре шить ста ци о на р но е   ур а вне ни е  Ш р е ди нге р а  для ч а стицы  ма ссы  
m, движущ е йся в о дно ме р но й пр ямо уго льно й по те нци а льно й яме  с б е ско -
не ч но  вы со кими   сте нка ми . 
Р еш ение. П о те нци а льна я  эне р гия име -
е т вид: 

0,  е сли    0 x  ;
U (x)

,   е сли    x ,  x 0 .
l

l
< <

= ∞ ≥ ≤
 

Ча стица  не  мо же т пр о никать в о б ла сть 
с б е ско не ч но й по те нци а льно й эне р ги -
е й, из ч е го  сле дуе т, ч то  в о б ла сти  0x <  и  l>x  во лно ва я  ф ункция то жде ст-
ве нно  р а вна  нулю , ч то  не по ср е дстве нно  сле дуе т и з ф и зи ч е ско го  смы сла  
ква др ата   мо дуля во лно во й ф ункци и . Тр е б о ва ни е  не пр е р ы вно сти  во лно во й 
ф ункци и  во   все й о б ла сти  пр иво дит к усло вию  ψ (0) ψ ( ) 0 . l= = Ур а вне ни е  
Ш р е динге р а  в о б ла сти  l<< x0  име е т  вид: 

                                         ( )
2 2

2
d ψ (x) Eψ x

2m dx
− =

h
. 

Вве де м о б о зна ч е ни е : 2 2k 2mE / ,= h  то гда  это  ур а вне ни е  пр име т вид: 

                                           
2

2
2

d ψ k ψ 0.
dx

+ =  

Ре ше ни е  это го  ур а вне ни я мо жно  пр е дста вить ка к лине йную  ко мб ина цию  
экспо не нт или  в виде  ко мб и на ци и  синусо в и  ко синусо в. В  то м случ а е , ко гда  
движе ни е  пр о исхо дит в о гр а ни ч е нно й о б ла сти  пр о стр а нства  (ф и нитно е  дви -
же ни е ), удо б не е  по льзо ва ться сле дую щ им пр е дста вле ни е м: 
                                    ψ (x) Asin (kx) Bcos (kx) ;= +  

гр а ни ч но е  усло ви е  0ψ (0) =  пр иво дит к то му, ч то  B = 0. Из усло вия 
ψ ( ) Asin (k ) 0 l l= = сле дуе т k π nl = , где   n  = 1, 2, 3…  . Сле дуе т о тме тить, ч то  
зна ч е ния A = 0 или   n = 0 то жде стве нно  о б р а щ а ю т во лно вую  ф ункцию  в  
нуль во   все й о б ла сти , ч то  со о тве тствуе т случ а ю  о тсутствия ч а стицы . С  уч е -
то м вве де нно го  о б о зна ч е ни я эне р ге ти ч е ский спе ктр  пр инима е т вид: 
                                               2 2 2 2

nE n π /(2m )  . l= h  
Видно , ч то  со во купно сть со б стве нны х  зна ч е ний о б р а зуе т ди скр е тны й 
спе ктр , и   это  по зво ляе т на м но р ми р о вать во лно вую  ф ункцию  на  1: 

 2 2

0

|A| sin ( nπx )dx 1,
l

l =∫  о тсю да  1 2A ( 2 )l= , 

и  но р ми р о ва нна я во лно ва я  ф ункция пр инима е т вид: 

0 l x 

U(x) 
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                                       1 2
nψ (x) (2 ) sin(nπx ) .l l=  

П о ско льку сущ е ствуе т вза имно   о дно зна ч но е  со о тве тстви е  ме жду со б стве н-
ны ми  ф ункциями  и  со б стве нны ми  зна ч е ниями , эне р ге ти ч е ски й спе ктр  ч а сти -
цы  не вы р о жде н. 
П р име р  2. Ча стица  ма ссы  m на хо дится в 
о дно ме р но м по те нци а льно м  по ле  U(x), 
по ка за нно м на  р исунке , где  U (0) = ∞ . 
На йти  во змо жны е  ур о вни  эне р гии  ч а с-
тицы  в о б ла сти  0E U .<   
Р еш ение. Ра зо б ье м всю  о б ла сть движе -
ни я ч а стицы  на  две : 0 x l≤ ≤  —  о б ла сть 
1 и  x l>  —  о б ла сть 2.   Запише м ур а вне -
ни е  Ш р е ди нге р а  в ка ждо й из этих о б ла сте й: 

     // 2 2 2
1 1 1 1ψ (x) k ψ (x) 0,   k 2mE / ;+ = = h   // 2 2

2 2 2 2 0 2
2mψ (x) k ψ (x) 0,  k (U E)  ;− = = −
h

 

их о б щ и е  р е ше ния: 

                         1 1 1ψ (x) Asin (k x) Bcos (k x) ;= +     2 2x x
2 (x) Ce Dek k−ψ = +  

до лжны  удо вле тво р ять ста нда р тны м усло виям. Из усло ви я 1(0) 0ψ =   сле ду-
е т, ч то  B = 0. Что б ы  во лно ва я  ф ункция о ста ва ла сь всю ду ко не ч но й, не о б хо -
димо  со б лю де ни е  усло вия D = 0. Тр е б о ва ни е  не пр е р ы вно сти  во лно во й ф унк-
ци и  и   е е  пр о и зво дно й по  ко о р ди нате  в то ч ке  x l=  пр иво дит к систе ме  ли -
не йны х о дно р о дны х а лге б р а и ч е ских ур а вне ний для о пр е де ле ния ко эф ф и ци -
е нто в A и  C: 

                       
2

2

1

1 1 2

Asin (k ) Ce ;

A k cos (k ) Ce .

k l

k l

l

l k

−

−

=

= −
 

Для то го  ч то б ы  р е ше ни е  б ы ло  не тр иви а льны м, не о б хо димо  по тр е б о вать о б -
р а щ е ния в нуль о пр е де лите ля: 

                                                   
2

2

1

1 1 2

 sin (k )      e  
0

 k cos (k )   e

k l

k l

l

l k

−

−

−
= . 

В р е зультате  по луч а е м тр а нсце нде нтно е  ур а вне ни е :          
               1 1 2tg ( ,k l) k k= −   

р е ша ть ко то р о е  б уде м гр а ф и ч е -
ски . Вве де м о б о зна ч е ния 

2
2

1 0 2k y,  p 2mU ,ll = =
h

, по сле  ч е го  

это  ур а вне ни е  пр и нима е т  вид: 

         2 2 1 2tg (y)  y/ (p y )  .= − −  

0 l 
x 

U(x) 

1 2 

E 
U0 

y 
0 

2
π π 2π 3

2
π 5

2
π
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Гр а ф и ч е ско е  изо б р а же ни е  пр а во й и  ле во й ч а сте й это го  ур а вне ни я пр е дста в-
ле но  на   р исунке . В за висимо сти  о т ве ли ч ины  p, ко то р а я о пр е де ляе тся па р а -
ме тр а ми  ямы  l  и  0U  (шир ина  и  глуб и на ), по луч а е м р а зли ч но е  ко ли ч е ство  
р е ше ний. В случ а е , ко гда  2πp < , связа нно го  со сто яния не  сущ е ствуе т. Е сли  

23πp2π << , сущ е ствуе т то лько  о дно  связа нно е  со сто яни е . Та ким о б р а зо м 
с уве ли ч е ни е м па р а ме тр а   p  ко ли ч е ство  связа нны х со сто яний р а сте т. 
П р име р  3. Ча стица , двига ясь в по ло жите льно м  на пр а вле ни и  о си   x, па да е т на  
по те нци а льны й по р о г: 

            
0

0   пр и   x 0
V (x)    ;

V  пр и   x 0
<

=  >
 

Ра ссмо тр е в случ а и  0E V>  и  
0VE < , на йти  ко эф ф и ци е нты  

пр о хо жде ния  D и  о тр а же ния  R  
ч а стиц. 
Р еш ение. Та к ка к  V (x)  име е т 
ска ч о к ко не ч но й ве ли ч ины  в то ч -
ке   x = 0, то , о б о зна ч ив о б ла сть 

0x <  ка к о б ла сть 1,  а  о б ла сть 0x >  ка к о б ла сть 2, со ста вим и  р е шим ур а в-
не ни е  Ш р е динге р а  для этих о б ла сте й и   со шье м эти  р е ше ния, т.е . пр и р а вняе м 
в то ч ке  р а зр ы ва  по те нци а ла  ф ункци и  и  их пе р вы е  пр о изво дны е .                                

Ра ссмо тр им случ а й 0VE > . 
В о б ла сти  1 движе ни е  ч а стицы   о писы ва е тся ур а вне ни е м: 

2
21
1 12

d ψ (x) k ψ  (x) 0
dx

+ = ,  где   2 2
1k 2mE/ ;= h  

е го  р е ше ни е  име е т вид: i k x i k x211 1 2(x) C e C e .−ψ = +  
Ана ло ги ч но е   ур а вне ни е  по луч а е м для о б ла сти  2: 

2
22
2 22

d ψ (x) k ψ  (x) 0 ,
dx

+ =  где  2 2
2 0k 2m ( E V )/= − h . 

Е го  р е ше ни е  б уде т: i k x i k x2 22 3 4ψ (x) C e C e .−= +  Сле дуе т за ме тить, ч то  по лна я 
эне р гия ч а стицы  пр и  пе р е хо де  из о б ла сти  1 в о б ла сть 2 со хр а няе тся. 
Усло вия сшива ни я да ю т: 
                    1 2 21ψ (0) ψ (0) ;                       ψ  '(0) ψ  ' (0) ; = =  
                    1 2 3 4C C C C  ;+ = +                1 1 2 2 3 4ik ( C C ) ik (C C ) ;− = −  

П р о а на ли зи р уе м слага е мы е , вхо дящ и е  в 1 2ψ   и   ψ .  
xi k11C e  —  о писы ва е т ч а стицы , ко то р ы е  движутся в по ло жите льно м на -

пр а вле ни и  о си  x, т.е . па да ю щ и е  ч а стицы ; xi k12C e−  —  со о тве тствуе т о тр а -
же нны м ч а стица м, движущ имся в о б р а тно м напр а вле ни и ; xi k23C e  —

x 

V0 E 

0 

V(x) 

1 2 
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пр о ше дшим ч а стица м. В то  же  вр е мя о тр а же нны х ч а стиц во  вто р о й о б ла сти  
не т, сле до ва те льно , ко эф ф и ци е нт 4C 0.=  

Опр е де лим ко эф ф и ци е нты  о тр а же ния и  пр о хо жде ния ка к о тно ше ния со -
о тве тствую щ их пло тно сте й то ко в: 

                                     о тр пр о ш

па д па д

|j | j
R ,           D .

j j
= =  

Ра ссч ита е м пло тно сти  то ко в по  ф о р муле : 

                                       i dψ dψj ψ ψ
2m dx dx

∗
∗ 

= −  
 

h  . 

П о дста вляя со о тве тствую щ и е  во лно вы е  ф ункци и , по луч им: 

                   21
па д 1

kj | C | ;
m

=
h   21

о тр 2
kj | C | ;
m

= −
h     22

пр о ш 3
kj | C | .
m

=
h  

Та ким  о б р а зо м, на м   для  вы ч исле ния  R и  D не о б хо димо  на йти  о тно ше ния 
2 1C / C  и  3 1C / C , ко то р ы е  о пр е де лим и з систе мы : 

                       2 1 3 11 C / C C / C  ;+ =      1 2 1 2 3 1ik (1 C / C ) ik C / C .− =  

Отсю да  ср а зу нахо дим: 

                            
2 2

2 1 2
2 2

1 1 2

|C | (k k )R ;
|C | (k k )

−
= =

+
     1 2

2
1 2

4k kD .
( k k )

=
+

 

Оч е видно , ч то  всле дстви е  со хр а не ния ч и сла  ч а стиц R + D = 1. 
Ра ссмо тр им случ а й 0E V< . В о б ла сти  1 р е ше ни е  о ста е тся те м же , по это -

му запише м ур а вне ни е  Ш р е динге р а  то лько  для о б ла сти  2: 

                            
2

22
22

d ψ (x) k ψ  (x) 0 ,
dx

+ =  где   2 2
0k 2m ( V E ) /= − h . 

Ре ше ни е   б уде т име ть вид: 
 kx  kx

3 4ψ (x) C e C e .−= +  

Из тр е б о ва ния ко не ч но сти  во лно во й ф ункци и  сле дуе т, ч то  4C 0.=  Оч е видно , 
ч то  вы р а же ния для  R  и   D мо гут  б ы ть по луч е ны  путе м за ме ны  2  k на   i k . В 
р е зультате  б уде м име ть: 

                                    
2

1
2

1

| k i |R 1 ,
| k i |

k
k

−
= =

+
         D 0,=  

т.е . на б лю да е тся по лно е  о тр а же ни е  па да ю щ их ч а стиц. На йде м эф ф е ктивную   
глуб ину пр о никно ве ни я ч а стицы  по д б а р ье р  effl , т.е . р а ссто яни е  о т гр а ни цы  
б а р ье р а  до  то ч ки , в ко то р о й пло тно сть ве р о ятно сти  нахо жде ния ч а стицы  
W (x)  уме ньша е тся в e р а з: 
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                             2 2k x
2W (x) |ψ (x)| e−= ≈ ,   т.е .  eff 1 2 .k=l  

Л ине йны й га р мо ни ч е ский о сциллято р  
Ра ссмо тр им о дну из важны х за да ч  ква нто во й ме ха ники  —  за да ч у о  ли -

не йно м га р мо ни ч е ско м о сциллято р е . В это м случ а е  ч а стица  движе тся в по ле  
22xω m

2
1(x) U =  (m —  ма сса  ч а стицы , ω  —  ч а сто та ) и  ста ци о на р но е  ур а вне -

ни е  Ш р е ди нге р а  до пуска е т то ч но е  р е ше ни е . 
Ре ше ни е  кла сси ч е ско го  ур а вне ния движе ния ч а стицы  в это м случ а е  име -

е т вид: 
                                             x (t) a cos ( t )= ω + ϕ . 

С о о тве тствую щ а я систе ма  на зы ва е тся га р мо ни ч е ским о сциллято р о м, а  ста -
ци о на р но е  ур а вне ни е  Ш р е динге р а , о писы ва ю щ е е  о дно ме р но е  движе ни е  
ква нто во й ч а стицы , име е т вид: 

                                            
2 2 2

2
2

d mω x  ψ (x) Eψ  (x)  .
2m 2dx

  − + = 
 

h  

Тр е б о ва ния ко не ч но сти  во лно во й ф ункци и  и  о б р а щ е ни я е е  в нуль пр и  
x → ± ∞  пр иво дят к ква нто ва нию  эне р гии . В р е зультате  эне р ге ти ч е ский 
спе ктр  пр инима е т вид: 
                                          nE ω  (n 1 2 ) ;   n 0, 1, 2  = + =h K , 

а  со о тве тствую щ и е  со б стве нны е  ф ункци и  е сть: 

                                         ( )
2ξ / 2n 1 2

n nψ  (x) [n! 2 π  ] H ξ ;−−=  

где  1 2
0 0ξ x x  ;   x ( mω ) ;  = = h ( )nH ξ  —  по лино м Э р мита . 

Инва р и а нтно сть га мильто ни а на  о тно сите льно  пр е о б р а зо ва ния пр о стр а н-
стве нно й инве р си и  пр иво дит к то му, ч то  во лно вы е  ф ункци и  ста ци о на р ны х 
со сто яний о б ла да ю т о пр е де ле нно й ч е тно стью  —  ч е тны м n со о тве тствую т 
ч е тны е  со сто яния, а  не ч е тны м —  не ч е тны е  со сто яния. Де йствите льно , на -
пр име р , 
                                  ( ) ( ) ( ) 2

0 1 2H ξ 1 ;   H ξ 2ξ ;  H ξ 4ξ 2= = = − , 

а  в о б щ е м случ а е  ( ) ( ) ( )n
n nψ x 1 ψ x− = − . 

Для по ли но мо в Э р мита  сущ е ствуе т пр о сто е  р е кур р е нтно е  со о тно ше ни е : 

                                    ( ) ( ) ( )n n 1 n 1
1ξH ξ nH ξ H ξ
2− += + . 

Сле дуе т по дч е р кнуть, ч то  минима льна я эне р гия га р мо ни ч е ско го  о сцил-
лято р а  (эне р гия о сно вно го  со сто яния) о тли ч на  о т нуля 0(E ω 2 )= h , в то  вр е -
мя ка к по  кла сси ч е ско й те о р и и  о на  р а вна  нулю . 
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Л е гко  по ка за ть, ч то  ср е дни е  зна ч е ния ко о р дина ты  и  импульса  в лю б о м 
ста ци о на р но м со сто яни и  га р мо ни ч е ско го  о сциллято р а  р а вны  нулю . Де йстви -
те льно , в силу ч е тно сти  вы р а же ния * 2

n n nψ xψ xψ= , 

                                       *
n nx ψ x ψ  dx 0 

∞

−∞

< >= =∫  

и  ; x xxx)( 2222 ><=><−>=<>∆<  
а на ло ги ч но , испо льзуя гр а ни ч ны е  усло вия на  б е ско не ч но сти , по луч им: 

                                 2n
n

dψ 1p i ψ  dx i |ψ | 0
dx 2

∞∞

−∞−∞

< >= − = − =∫h h ; 

т.е . .pp)( 22 >=<>∆<  
П о ка же м, ч то  по явле ни е  в те о р и и  Ш р е динге р а  нуле во й эне р гии  те сны м 

о б р а зо м связа но  с со о тно ше ни е м не о пр е де ле нно сте й, ко то р о е  в наше м слу-
ч а е  име е т вид: 
                                         2 2 2x p 4< > < > ≥ h .                                                    (20) 

П о лна я эне р гия р а вна : 

                                      ><+
><

=><= 2
22

x
2

mω
2m
pHE . 

Испо льзуя (20), по луч а е м: 

                                       
2

xmω
x8m

E
22

2

2 ><
+

><
≥

h  .                                      (21) 

Отсю да  видно , ч то  ни  пр и  ка ких зна ч е ни ях >< 2x  эне р гия не  о б р а щ а е тся в 
нуль. П р и р а внива я нулю  пр о и зво дную  по  >< 2x  о т пр а во й ч а сти  (21), на й-
де м зна ч е ни е  >< 2x , пр и  ко то р о м  до стига е тся минимум E: ; 2mωx2 h=><  
то гда  
                             ;  2ω4ω4ωE hhh =+≥  т.е . min 0E ω 2 E= =h . 

Сущ е ство ва ни е  ко не ч но й нуле во й эне р гии  у га р мо ни ч е ско го  о сциллято р а  
являе тся о дним  из на и б о ле е  ха р а кте р ны х пр о явле ний во лно вы х сво йств ч а с-
тиц. Нуле ва я  эне р ги я 0E  б ы ла  о б на р уже на  экспе р име нта льно  в о пы тах по  
р а ссе янию  р е нтге но вско го  излуч е ния в кр иста ллах пр и  низких те мпе р а тур а х. 
П р име р  4. Для о дно ме р но го  га р мо ни ч е ско го  о сциллято р а , по лна я эне р гия 
ко то р о го  р а вна  ω /27h , вы ч ислить ср е дню ю  кине ти ч е скую  эне р гию . 
Р еш ение. Ре ша ть эту за да ч у мо жно , испо льзуя о б ы ч ную  ф о р мулу для вы ч ис-
ле ния ср е дне го  зна ч е ни я ф и зи ч е ско й ве ли ч ины : 

                                        
2

n n
pT ψ (x) ψ (x) dx

2m

∧
∗< > = ∫ , 
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но  для это го  не о б хо димо  зна ть во лно вую  ф ункцию  во зб ужде нно го  со сто яния 
о сциллято р а . Испо льзо ва ни е  те о р е мы  о  ви р и а ле  по зво ляе т зна ч ите льно  упр о -
стить р е ше ни е . Зна я спе ктр  о сциллято р а  ), ) 21n ( ωE ( += h  видим, ч то  сис-
те ма  на хо дится в ста ци о на р но м со сто яни и  с n = 3. Уч иты ва я вид по те нци -
а льно й эне р гии  —  ,2xmω(x) U 22=  по луч а е м со о тно ше ни е : T U .< > = < >  

П о лна я эне р гия си сте мы  E T U= + , где  ω
2
7E h= . Та ким о б р а зо м, име е м 

систе му из двух ур а вне ний: 
                            T U  ;< >=< >                     7 2 ω T U .=< > + < >h  

Отсю да  нахо дим: ω
4
7T h=>< . 

З а да чи для са м о ст о ят ельно г о  р еш ения 

1. До ка за ть, ч то  в ста ци о на р но м со сто яни и  дискр е тно го  спе ктр а  ср е дне е  
зна ч е ни е  пр о е кци и  импульса  р а вно  нулю . 

2. Га мильто ни а н за р яже нно й ч а стицы , движущ е йся в ма гнитно м по ле , 
име е т вид: 2 2e

c
€€H ( p A) / 2m= −

rr , где  A
r

 —  о пе р а то р  ве кто р -по те нци а ла  
ма гнитно го  по ля, являю щ ийся ф ункци е й ко о р динат. На йти  о пе р а то р  vr  
ско р о сти  ч а стицы  в ма гнитно м по ле  и  пр а вила  ко ммута ци и  о пе р а то р о в 
р а зли ч ны х ко мпо не нт ско р о сти  ме жду со б о й. 

3. Для ч а стицы  в б е ско не ч но  глуб о ко й по те нци а льно й яме  вы ч ислить 
ср е дню ю  силу, с ко то р о й ч а стица  де йствуе т на  каждую  из сте но к ямы  в 
о сно вно м со сто яни и . 2 2 3( F /(m ) )l= π h . 

4. На йти  р е ше ни е  вр е ме нно го  ур а вне ни я Ш р е динге р а  для сво б о дно й ч а с-
тицы , движущ е йся с импульсо м p в по ло жите льно м на пр а вле ни и  о си  x. 

5. На йти  с по мо щ ью  ур а вне ния Ш р е динге р а  эне р ги ю  га р мо ни ч е ско го  о с-
циллято р а  с ч а сто то й ω  в ста ци о на р ны х со сто яниях: 
а ) 2 2 (x) Aexp ( a x ) ;ψ = −  б ) 2 2 (x) B x exp ( a x )ψ = − , где  a, A, B —  
по сто янны е  ( E 2  ;  E 3 2  ).= ω = ωh h  

6. Ча стица  с ма ссо й m и  эне р ги е й E па да е т на  пр ямо уго льны й по те нци -
а льны й б а р ье р  0U (x) U=  пр и  0 x a< <  , и  U(x) = 0 пр и  x 0<  и  x a.>  
На йти  ко эф ф и ци е нт пр о хо жде ни я D и  ко эф ф и ци е нт о тр а же ния R для 
случ а е в 0E U>  и   0E U .<  

     
12 2

0 0

0

U sin k aD 1 ;
4E ( E U )

−
 

= + 
−  

  1 20
02 2

00

4E ( E U )R 1 ; k [2m (E U )] / .
U sin k a

 −
= + = − 

 
h  

7. Ча стица  на хо дится в о сно вно м со сто яни и  2 2(x) Aexp ( x /2)ψ = − α  в о д-
но ме р но м по те нци а льно м по ле  2U (x) kx / 2 .=  Опр е де лить ве р о ятно сть 
пр е б ы ва ния ч а стицы  вне  кла сси ч е ских гр а ниц по ля. ( W 0,049).=  
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