
КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 
Решение задач по теме 3: 

 
«Эрмитовы операторы.  
Коммутатор операторов» 

 
 Задачи  

 
1. Найдите правило эрмитового сопряжения произведения 

операторов. 
Правило получим, пользуясь следующими преобразованиями 

матричных элементов операторов L̂  и M̂ . 
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Ответ: ( ) +++
= LMML ˆˆˆˆ . 

 
2. Докажите, что оператор Лапласа является самосопря-

женным. 
Воспользуемся равенствами 
 ϕ∇=ϕΔ div  и ( ) ϕ∇⋅+ϕ=ϕ BBdivBdiv

rrr
. 

Рассмотрим произвольные функции 1ψ  и 2ψ , интегрируемые 
с квадратом модуля и равные нулю на бесконечности. Найдем  

 ( ) ( ) =ψ∇ψ=ψΔψ=ψΔψ ∫∫ dVdivdV 2
*
12

*
121;  

 ( ) ∫∫ ψ∇⋅ψ∇−ψ∇ψ= dVdVdiv 2
*
12

*
1 . 
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( ) ∫∫ ⋅ψ∇ψ=ψ∇ψ sddVdiv r
2

*
12

*
1  по теореме Остроградского-

Гаусса, 02
*
1 =⋅ψ∇ψ∫ sdr  – по свойству функций.  

Тогда  
 ( ) =ψ∇⋅ψ∇−=ψ∇⋅ψ∇−=ψΔψ ∫∫ dVdV *

122
*
121;  

 ( ){ } ∫∫∫ ψψΔ=ψΔψ=ψ∇ψ−ψ∇⋅ψ−= dVdVdVdivdiv 2
*
1

*
12

*
12

*
12 . 

Выполняется условие самосопряженности оператора 
 ( ) ( )2121 ;; ψψΔ=ψΔψ , 
что требовалось доказать. 

 
3. Оператор Â  эрмитов. Является ли оператор ACB ˆˆ = , 

где C  – произвольная константа, тоже эрмитовым? 
Согласно определению эрмитового оператора  
 ( ) ( )ϕψϕψ ,ˆˆ, AA = , 

где ψ  и ϕ  – произвольные функции. Т.е. 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxAdxxAx ϕψϕψ *** ˆˆ . 

Воспользуемся этим определением для оператора B€ 
 ( ) ( ) ( ) ( ) == ∫∫ dxxAxCdxxACx ϕψϕψ ˆˆ **  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ == dxxxACdxxxAC ϕψϕψ **** ˆˆ , 

следовательно, ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxBdxxBx ϕψϕψ *** ˆˆ  выполняется 
для действительных C . 

Ответ: является при действительном .C  
 
4. Найдите оператор, сопряженный оператору трансляции 

координаты x  на величину a  ( ) ( )axxTa +=ψψˆ . 
Воспользуемся определением эрмитовости оператора 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xxTxTx aa 2121 ;ˆˆ; ψψψψ +=  

или в явном виде: 
 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ += dxxxTdxxTx aa 2

*
12

*
1

ˆˆ ψψψψ . 
Воспользуемся определением оператора трансляции 
 ( ) ( )axxTa +=ψψˆ : 
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 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ += dxaxxdxxTx a 2
*
12

*
1

ˆ ψψψψ . 
Поскольку интегрирование ведется по всему координатному 

пространству, замена xax ′=+  не отразится на пределах интег-
рирования: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′′′=′′−′ − xdxxTxdxax a 2
*
12

*
1

ˆ ψψψψ , 

то есть aa TT −
+ = ˆˆ . 

Ответ: aa TT −
+ = ˆˆ . 

 
5. Докажите, что собственные значения эрмитового опе-

ратора действительны. 
Пусть nψ  и nλ  – собственные функции и собственные значе-

ния эрмитового оператора L̂ . Тогда они связаны определением: 
 nnnL ψλψ =ˆ . 
Умножим это уравнение слева скалярно на nψ : 
 ( ) ( ) ( ) nnnnnnnnn L λψψλψλψψψ === ;;ˆ; . 
Умножим это уравнение справа скалярно на nψ : 
 ( ) ( ) ( ) *** ;;;ˆ

nnnnnnnnnL λψψλψψλψψ === . 

Так как оператор L̂  эрмитов, то  
 
 ( ) ( )nnnn LL ψψψψ ;ˆˆ; =  и nn λ=λ* , 

что возможно только для действительных собственных значений. 
 
6. Докажите, что невырожденные собственные функции 

оператора L̂ , принадлежащие различным собственным зна-
чениям, ортогональны друг другу. 

Пусть λ  и μ  – различные ( μ≠λ ) собственные значения опе-
ратора L̂ , а ψ  и φ  – его собственные функции, соответствующие 
этим собственным значениям.  

Тогда для ψ  и φ  выполняется определение 
 λψψ =L̂ , (1) 
 μφφ =L̂ . (2) 
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Домножим (1) на φ  справа, а (2) на ψ  слева и учтем действи-
тельность собственных значений 

 ( ) ( )φψλφψ ;;ˆ *=L   ⇒   ( ) ( )φψλφψ ;;ˆ =L , 
 ( ) ( )μφψφψ ;ˆ; =L   ⇒   ( ) ( )φψμφψ ;ˆ; =L . 

Вычтем одно из другого 
 ( ) ( ) ( )( )φψμλφψφψ ;ˆ;;ˆ −=− LL . (3) 
По определению эрмитового оператора левая часть равенства 

равна 0, по условию μ≠λ , следовательно, ( ) 0; =φψ , что воз-
можно, только если эти функции ортогональны, что требовалось 
доказать. 

 
7. Докажите, что собственные функции вырожденного со-

стояния ортогональны друг другу. 
Пусть оператор L̂ обладает дискретным спектром собствен-

ных значений и имеет место вырождение: 
 ninniL ψλψ =ˆ , (1) 

где ....,,2,1 nmi =  Здесь одному и тому же собственному значе-
нию nλ  принадлежит несколько ( nm ) собственных функций 

,...,,, 21 nnmnn ψψψ  где nm  – кратность вырождения. Уравнению 
(1) удовлетворяет также любая линейная комбинация этих функ-

ций ∑
=

ψ=ψ
nm

i
niij

j
n C

1
.  Эта функция нормирована на единицу. Пока-

жем, что если данные функции niψ  неортогональны, то мы мо-
жем заменить их последовательностью функций, являющихся их 
линейной комбинацией, и потребовать, чтобы они были ортого-
нальными.  

Рассмотрим случай двукратного вырождения. Пусть имеет 
место  

 11
ˆ λψψ =L ;   22

ˆ λψψ =L . 
Допустим, 1ψ  и 2ψ  неортогональны, т. е. ( ) .0, 21 ≠ψψ  Вме-

сто 1ψ  и 2ψ  выберем ортогональные друг другу функции 11 ψ=ψ′  
и 212 ψ+ψ=ψ′ a , тогда ( ) ,0, 21 =ψ′ψ′  т. е. 
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 ( ) 0, 211 =ψ+ψψ a ;   ( ) ( ) ,0,, 2111 =ψψ+ψψ a  

откуда ( )
( )21

11

,
,
ψψ
ψψ

−=a . Аналогично можно провести ортогонализа-

цию собственных функций и при nm -кратном вырождении. 
 
8. Покажите, что унитарный оператор Û  можно предста-

вить в виде Φ= ˆˆ ieU , где Φ̂  – некоторый эрмитов оператор. 
Если Φ= ˆˆ ieU , то Φ−− = ˆ1ˆ ieU . 
Покажем, что +− =UU ˆˆ 1 . Разложим экспоненту в ряд 

 ...ˆ
!3

ˆ
!2

ˆ1ˆ 3
3

2
2

ˆ +Φ+Φ+Φ+== Φ iiieU i  

 ...ˆ
!3

ˆ
!2

ˆ1ˆ 3
3

2
2

ˆ1 +Φ−Φ+Φ−== Φ−− iiieU i  

Поскольку оператор Φ̂  эрмитов, то Φ=Φ+ ˆˆ  и его любая сте-
пень ( ) ( )nnn ++

Φ=Φ=Φ ˆˆˆ , собирая члены разложения опять в экс-
поненту, получим +− =UU ˆˆ 1 . 

 
9. Докажите следующие равенства для коммутаторов:  

а) [ ] hixpx −=ˆ;ˆ ; б) [ ] 0ˆ;ˆ =xpy ; в) ( ) ( )[ ] ( )
x
xfixfpxf x ∂

∂
−=

ˆˆ;ˆˆ h , где 

( )xf €  – функция  оператора x€;   

г) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0ˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ =++ bacacbcba . 
а) Найдем коммутатор, действуя им на некоторую произволь-

ную функцию ( )zyx ,,ψ .  
 [ ]ψxpx ˆ;ˆ . 
Раскроем коммутатор и подставим явный вид операторов 

xx =ˆ , 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ . 
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[ ] ( )
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Поскольку функция была выбрана произвольно, то равенство 
доказано. 

б) Аналогично пункту а) 

 
[ ] ( )

.0

ˆˆˆˆˆ;ˆ
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∂
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∂
∂
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=
∂
∂
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в) Покажем, что действие коммутатора на произвольную 
функцию ( )zyx ,,ψ  равносильно умножению этой функции на 
правую часть равенства 

 ( ) ( )[ ] ( )
x
xfixfpxf x ∂

∂
−=

ˆˆ;ˆˆ hψψ . 

Для этого раскроем коммутатор и подставим явный вид опе-

раторов xx =ˆ , 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ . 

 

( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) =
∂
∂

+
∂
∂

−=−= ψψψψψ
x

ixfxf
x

ipxfxfpxfp xxx hh ˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ,ˆˆˆˆ

x
xfi

x
xfi

x
xfi

x
xfi

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂

∂
−= ψψψψ hhhh  

что требовалось доказать. 
г) Раскроем коммутаторы  
 [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]=++ bacacbcba ˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−−+−−−+−−−= cabbaabbacbcaaccaacbabccbbccba ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

.0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−++−−++−−= cabcbaabcbacbcabaccabacbabcacbbcacba
 

Для наглядности подчеркнуты некоторые одинаковые сла-
гаемые с разными знаками. 

 



 7 

10. Найдите коммутаторы операторов   
а) [ ]xLx ˆ;ˆ ; б) [ ]yLx ˆ;ˆ ; в) [ ]zLx ˆ;ˆ ; г) [ ]xx pL ˆ;ˆ ; д) [ ]yx pL ˆ;ˆ ;  

е) [ ]zx pL ˆ;ˆ ; ж) [ ]yx LL ˆ;ˆ ; з) [ ]zx LL ˆ;ˆ ; и) [ ]2ˆ;ˆ LLx . 
а) Найдем коммутатор операторов, используя соотношение 

между операторами проекции момента импульса и проекции им-
пульса и координаты 

 yzx pzpyL ˆˆˆˆˆ −= . 

 [ ] ( ) ( )=−−−=−= yzyzxxx pzpyxxpzpyLxxLxL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−=+−−= yzyzyzyz pzxpyxpzxpyxpzxpyxxpzxpy . 

б) Аналогично пункту а) 
 [ ] ( ) ( )=−−−=−= yzyzxxx pzpyyypzpyLyyLyL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  

 
( ) zipzypyyipyzpyypzypyyypzypy yzyzyzyz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hh =+−−−=+−−=

. 
Здесь использованы результаты предыдущей задачи. Из ком-

мутатора hipyyp yy −=− ˆˆˆˆ  следует hipyyp yy −= ˆˆˆˆ . 
в) Аналогично пункту б) 
 [ ] yizLx ˆˆ;ˆ h−= . 

г)  [ ] ( ) ( )=−−−= yzxxyzxx pzpypppzpypL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ   
 =+−−= yxzxxyxz pzppypppzppy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  
 .0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ =+−−= yxxzyxxz ppzppyppzppy  

д)  [ ] ( ) ( )=−−−= yzyyyzyx pzpypppzpypL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
 =+−−= yxzxxyxz pzppypppzppy ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  
 ( ) .ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ zyxzyyyyz pippzpipyppzppy hh =+−−−=  
e) Аналогично пункту д) 
 [ ] yzx pipL ˆˆ;ˆ h−= . 
ж) Используем результаты предыдущих пунктов и соотноше-

ния zxy pxpzL ˆˆˆˆˆ −= , xyz pypxL ˆˆˆˆˆ −= . 

 [ ] ( ) ( ) =−−−=−= xzxzxxxyyxyx LpxpzpxpzLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ  
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 =+−−= xzxxzxxx LpxLpzpxLpzL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  

 ( ) =+−−−= xzxxzxxx LpxLpzpLxpyiLz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ h  

 ( ) =−−−−−= xzxxyxzxxx LpxLpzpihLpxpyiLpz ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ h  

 ( ) zxyxzyxzx LipypxihLpxpxihLpxpyi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hh =−=++−−= . 
з) Аналогично пункту ж) 
 [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= .  
и) Используем результаты предыдущих пунктов  
[ ] ( ) ( ) =++−++=−= xzyxzyxxxxx LLLLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ 222222222  

 =−−−++= xzxyxxzxyxxx LLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 222222  
 

( ) ( ) =−−−−+++= xzxyxxzyxzyzxyxx LLLLLLLLiLLLLiLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 2222 hh  

 ( ) ( ) ( )−−+++−= yxzzzxyyzyyz LiLLLLiLLLLLLLi ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ hhh  

 ( ) 0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22 =−−+=−− zyyzzyyzxzxy LLLLLLLLiLLLL h . 

Ответ: a) [ ] 0ˆ;ˆ =xLx , б) [ ] ziyLx ˆˆ;ˆ h= , в) [ ] yizLx ˆˆ;ˆ h−= ,   

г) [ ] 0ˆ;ˆ =xx pL , д) [ ] zyx pipL ˆˆ;ˆ h= , е) [ ] yzx pipL ˆˆ;ˆ h−= ,   

ж) [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= , з) [ ] zyx LiLL ˆˆ;ˆ h= , и) [ ] 0ˆ;ˆ 2 =LLx . 
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11. Докажите, что ( )[ ] ( ) ( )
x
f

i
pxfxfpxfp xxx ∂

∂
=−=
hˆˆˆˆˆ;ˆ , где 

( )xf ˆ  – функция оператора x̂ . 
Воспользуемся явным видом оператора импульса 

x
ipx ∂

∂
−= hˆ  и подействуем коммутатором ( )[ ]xfpx ˆ;ˆ  на произ-

вольную дифференцируемую функцию ( )xψ : 
 ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−= xpxfxxfpxxfp xxx ψψψ ˆˆˆˆˆ;ˆ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) =ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−ψ
∂
∂

−= x
x

ixfxxf
x

i hh  

 ψ
∂
∂

=ψ
∂
∂

−=
∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

−ψ
∂
∂

−=
x
f

ix
fi

x
fif

x
i

x
fi h

hhhh , 

поскольку функция произвольная, то равенство доказано. 
 
12. Докажите, что физические величины L  и M  одновре-

менно могут быть точно измерены тогда и только тогда, когда 
операторы этих величин L̂  и M̂  коммутируют. 

Пусть у этих операторов существует произвольная общая 
собственная функция ψ , и собственные значения операторов, 
которым соответствует эта функция λ  и μ  тогда  

 λμψμψψ == LML ˆˆˆ , μλψλψψ == MLM ˆˆˆ , 
вычтем одно равенство из другого 
 0ˆˆˆˆ =−=− λμψμλψψψ MLLM , 
тогда [ ] 0ˆˆˆˆˆ;ˆ =−= MLLMLM , что требовалось доказать. 

 
13. Перейдите от классической скобки Пуассона к кван-

товой, считая, что ее свойства сохраняются и для операторов.  
Используем свойство классической скобки Пуассона 
 ( ) ( ) ( )ϕ+ϕ=ϕ gffggf ;;; , 

где ϕ,, gf  – функции, представляющие физические величины. 
По первой аксиоме квантовой механики это же соотношение 
справедливо и для операторов физических величин ϕ̂,ˆ,ˆ gf . Ис-
пользуем это соотношение для операторов, считая сначала произ-
ведением первое слагаемое, а затем – второе. Получим: 
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 ( ) ( ) ( )gfffgfgff ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆˆ
212121 += , 

 ( ) ( ) ( )212121 ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆ;ˆ gfgggfggf += . 
Положим в первом равенстве 21 ˆˆˆ ggg =  и используем второе ра-
венство, получим 

 ( ) ( ) ( )=+= 212122112121 €€;€€€€€;€€€;€€ ggfffggfggff  
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )=+++= 22121212211211 ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆ gfgggfffgfgggf  
 ( ) ( ) ( ) ( )2211212122112211 ˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆ gfgfggfffgfgfggf +++= . 

Положим во втором равенстве 21
ˆˆˆ fff =  и используем первое ра-

венство, получим 
 ( ) ( ) ( )=+= 221121212121 €;€€€€€;€€€€;€€ gffgggffggff  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )=+++= 22122112121211 ˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆ gfffgfgggfffgf  
 ( ) ( ) ( ) ( )2211221121212211 ˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆˆˆˆ;ˆˆˆˆˆ;ˆ gffgfgfgggffgfgf +++= . 

Сравнивая правые части, получаем равенство 
 ( )[ ] [ ]( )221111222211 ˆ;ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ;ˆ gffggffggfgf −=− , 

справедливое для любых самосопряженных операторов. Следова-
тельно, 

 ( ) [ ]fggfCgf ˆˆˆˆˆ;ˆ −= . 

В силу самосопряженности ggff ˆˆ,ˆˆ == ++ , получаем, что 
CC −=* . (Размерность С должна быть обратной размерности 

действия по аналогии с классической скобкой Пуассона 

( ) ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
1

;
i iiii q

f
p
g

q
g

p
fgf , величина 

h

iC =  вполне удовлетво-

ряет этому свойству.) Квантовая скобка Пуассона 

 ( ) [ ]fggfigf ˆˆˆˆˆ;ˆ −=
h

. 

Ответ: ( ) [ ]fggfigf ˆˆˆˆˆ;ˆ −=
h

. 

 



 11 

14. Докажите, что квантовые скобки Пуассона определя-
ются коммутатором следующим образом:  

 { } ( )FQQFiQF ˆˆˆˆˆ,ˆ −=
h

. 

Квантовые скобки Пуассона для физических величин F  и Q  
определяются условием: 

 { } ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
iiii p

Q
q
F

q
Q

p
FQF , , (1) 

где ip , iq  – обобщенные импульсы и координаты соответствен-
но. Рассмотрим { }QFF ˆ,ˆˆ

21 ⋅ . Эти квантовые скобки в соответствии 
с условием (1) имеют значение: 

 { } ( ) ( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
⋅∂

−
∂
∂

∂
⋅∂

=⋅ ∑
iiii p

Q
q

FF
q
Q

p
FFQFF

ˆˆˆˆˆˆˆ,ˆˆ 2121
21  

 ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
iiiiiiii p

Q
q
FFF

p
Q

q
F

q
Q

p
FFF

q
Q

p
F ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

2
12

12
12

1 . 

Рассмотрим первое и третье и второе и четвертое слагаемые, 
получим: 

 { } { } { } 212121
ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ FQFQFFQFF +=⋅ . (2) 

Аналогично  
 { } { } { } 212121

ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆ QQFQFQQQF +=⋅ . (3) 
Рассчитаем произведение { }2121

ˆˆ,ˆˆ QQFF ⋅⋅ , используя сначала 
равенство (2), затем (3): 

 { } { } { } =⋅+⋅=⋅⋅ 221121212121
ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆ FQQFQQFFQQFF  

 { } { } { } { } 2211212122112211
ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ FQQFQQFFFQFQQFQF +++= . (4) 

Затем рассчитаем { }2121
ˆˆ,ˆˆ QQFF ⋅⋅ , используя сначала равен-

ство (3), затем (2): 
 { } { } { } =⋅+⋅=⋅⋅ 212122112121

ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆˆ,ˆˆ QQFFQFFQQQFF  
 { } { } { } { } 2211221121212211

ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ QFQFFQFQQQFFQFFQ +++= . (5) 
Вычтем из равенства (4) равенство (5): 
 ( ){ } { }( ) 0ˆˆˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆˆ

222211221111 =−−− FQQFQFQFQFFQ . (6) 
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Чтобы равенство (6) было абсолютным, необходимо, чтобы 
выполнялись условия: 

 { } ( )111111
ˆˆˆˆˆ,ˆ QFFQCQF −= , 

 { } ( )222222
ˆˆˆˆˆ,ˆ FQQFCQF −= . (7) 

Так как условия (7) должны выполняться для любых операто-

ров, то они должны выполняться и для операторов 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ  и 

xx =ˆ . В соответствии с условием (1) и учитывая то, что обоб-
щенные импульс xp  и координата x  независимы, 

 { } ∑ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 1,
x

x

x

x
x p

x
x
p

x
x

p
pxp , 

но так как из (7): 

 { } ( ) 1ˆ,ˆ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−=
x

xx
x

iCxpx h , 

то необходимо, чтобы  

 
h

iC = ,  

то есть { } ( )FQQFiQF ˆˆˆˆˆ,ˆ −=
h

. 

Квантовые скобки Пуассона пропорциональны коммутатору 
рассматриваемой пары операторов, причем коэффициент пропор-

циональности равен 
h

i . 

 
15. Проверьте, является ли импульс p̂r  интегралом дви-

жения в центральном поле. 
Необходимым и достаточным условием того, что физическая 

величина является интегралом движения, является равенство ну-
лю производной по времени от соответствующего оператора 

 { } 0ˆ,ˆ
ˆˆ

=+
∂
∂

= pH
t
p

dt
pd r

rr
, 

где { } [ ]pHipH ˆ,ˆˆ,ˆ r

h

r
=  – квантовые скобки Пуассона, выраженные 
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через коммутатор оператора p̂r  с оператором Гамильтона. В цен-
тральном поле оператор Гамильтона имеет вид: 

 ( )rU
m

pH ˆ
2

ˆ
ˆ

2

+=
r

,  

где r  – модуль радиус-вектора. Оператор p̂r  явно не зависит от 
времени, следовательно, его частная производная равна нулю, он 

коммутирует со слагаемым кинетической энергии 
m

p
2

ˆ 2r
, но не 

коммутирует с оператором потенциальной энергии: 
 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )( )=∇−∇−=−= ψψψψψ rUrUirUpprUprU ˆˆˆˆˆˆˆ,ˆ h
rrr

 
 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )ψψψψ rUirUrUrUi ˆˆˆˆ ∇−=∇−∇−∇−= hh , 

следовательно, коммутатор  
 ( )[ ] ( )rUiprU ˆˆ,ˆ ∇−= h

r
. 

Вывод: оператор импульса не является интегралом движения 
в центрально симметричном поле. 

 

16. Проверьте, является ли момент импульса L̂
r

 интегра-
лом движения в центральном поле. 

Необходимым и достаточным условием того, что физическая 
величина является интегралом движения, является равенство ну-
лю производной по времени от соответствующего оператора 

 { } 0ˆ,ˆ
ˆˆ

=+
∂
∂

= LH
t
L

dt
Ld r

rr

, 

где { } ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= LHiLH ˆ,ˆˆ,ˆ r

h

r
 – квантовые скобки Пуассона, выраженные 

через коммутатор оператора L̂
r

 с оператором Гамильтона. Опера-

тор L̂
r

 явно не зависит от времени, следовательно, его частная 
производная равна нулю. В центральном поле оператор Гамиль-
тона имеет вид: 
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 ( )rU
m

pH ˆ
2

ˆ
ˆ

2

+=
r

,  

где r  – модуль радиус-вектора. Найдем коммутатор оператора 
одной из проекций импульса xyz pypxL ˆˆˆˆˆ −=  с оператором Га-
мильтона: 

[ ] ( )[ ] ( )[ ]xyxyzyxz pypxrUpypxppp
m

LH ˆˆˆˆ,ˆˆˆˆˆ,ˆˆˆ
2
1ˆ,ˆ 222 −+−++= . 

Операторы ypxˆˆ  и xpyˆˆ  коммутируют с zp̂ . Воспользуемся 
соотношением [ ] hixpx −=ˆ,ˆ  и [ ] 0ˆ,ˆ =yx pp . 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ] ( )[ ]=−+−= xyy
x

x
y

z prUyprUxyp
m

pxp
m

p
LH ˆ,ˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ

2
ˆˆ,ˆ

2
ˆˆ,ˆ 22  

 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+−−= rU
xx

rUyrU
yy

rUx
m
pp

m
pp

i yxxy ˆˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆ

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0ˆˆˆˆˆˆˆˆ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
x

rU
x
rU

x
rUy

y
rU

y
rU

y
rUxih

Аналогично можно показать, что [ ] 0ˆ,ˆ =xLH  и [ ] 0ˆ,ˆ =xLH . 
Вывод: оператор момента импульса является интегралом дви-

жения в центральном поле. 
 
17. Проверьте, является ли квадрат момента импульса 2€L  

интегралом движения в центральном поле. 
Поскольку оператор 2L̂  явно не зависит от времени, следова-

тельно, его частная производная равна нулю. Тогда необходимым 
и достаточным условием того, что физическая величина является 
интегралом движения, является равенство нулю скобки Пуассона 
соответствующего квантового оператора с оператором Гамильто-
на. 

 { } [ ] ( )HLLHiLHiLH ˆˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆ 2222 −==
hh

. 

Оператор Гамильтона для частицы в центральном поле имеет вид:  



 15 

 ( )rU
mr
LH += 2

2

2

ˆˆ , 

где 
ϕθθ

θ
θθ 2

2

2

2
2

sin
1sin

sin
ˆ

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−=
hL  – оператор, содержа-

щий только производные по угловым переменным, следователь-
но, он коммутирует с любой функцией радиальной переменной. 

Тогда  

 [ ] ( )[ ] 0ˆ;ˆˆ;
2

ˆˆ;ˆ 22
2

2
2 =+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= LrUL

mr
LLH , 

следовательно, момент количества движения является интегралом 
движения. В классическом случае модуль момента импульса со-
храняется. 

 
18. Покажите, что квадрат момента количества движения 

свободной частицы является интегралом движения. 
Поскольку оператор 2L̂  явно не зависит от времени, следова-

тельно, его частная производная равна нулю. Тогда необходимым 
и достаточным условием того, что физическая величина является 
интегралом движения, является равенство нулю скобки Пуассона 
соответствующего квантового оператора с оператором Гамильто-
на. 

 { } [ ] ( )HLLHiLHiLH ˆˆˆˆˆ;ˆˆ;ˆ 2222 −==
hh

. 

Оператор Гамильтона для свободной частицы имеет вид:  

 
m

PH
2

ˆˆ
2

= . 

Поскольку коммутатор 

 [ ] [ ] 0ˆ;ˆ
2
1ˆ;

2

ˆˆ;ˆ 222
2

2 ==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= LP

m
L

m
PLH , 

следовательно, момент количества движения является интегралом 
движения свободной частицы. В классическом случае модуль 
момента импульса свободной частицы сохраняется. 

 
 


